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摘要：为解决计算机辅助设计和制造过程中常见的平面与曲面精确求交问题，提出了一种四边形网格参数面片结构模型，并运用空

间直线与平面的相交状态进而得出四边形面片与平面的相交状态。求交时将自由曲面在参数域内逐步细分为这样的面片结构，对

处于不同状态的四边形面片做不同的处理，最后得出一张交线链表，采用样条拟合算法即可得到交线。实例计算结果表明，所提出

的求交方法收敛性好而且精度高，能很好地应用于实际求交运算中。
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Algorithm for finding plane & free-form surface intersection curve
based on subdivision of quadrilateral mesh parameters
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（School of Mechatronics Engineering，Zhengzhou Institute of Aeronautical Industry Management，

Zhengzhou 450015，China）

Abstract：In order to find accurate intersection between a plane and free-form surface，a model of quadrilateral parametric facet
structure was presented，intersection state of the model and a plane can be gotten from line-plane intersecting state. When calculating
intersection points，the surface was firstly step-by-step subdivided as facets mentioned above and to facets with variant state，certainly，
treating is different. In the end，a chained list of an intersection curve can be obtained and the intersection of plane-surface can be gotten
by using a spline fitting method. It is verified through the computation example that the proposed method is well-convergence property
and high-accuracy and can be used in actual intersection calculating.
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0 引 言

一直以来，平面与曲面间求解交线的问题都是计

算机辅助设计与制造（computer-aided design/manufac⁃
turing，CAD/CAM）编程领域中最普遍的工程问题。在

曲面造型与裁剪、加工刀具轨迹计算、加工几何图形验

证等实际应用中，常常需要对平面与曲面进行求交运

算［1-3］。国内外在求交计算方面做了大量的研究，大致

包括牛顿迭代法［4］、曲面离散法［5-6］、区间算术法［7］、光

线跟踪法［8-9］以及近年来出现的等值线法［10］、三角网格

方法［11-12］等。牛顿迭代法通常是在给定初值后将求交

问题转化为求线性方程组或常微分方程解的问题，但

收敛与否以及收敛的速度与迭代初值的选取有很大

关系。曲面离散算法是用小平面片近似逼近曲面的

一种几何求交算法，有较高的可靠性，但缺点是运算

量较大、效率低、精度低。区间算术法的提出则只是

为了解决直线与隐曲面求交的问题。

鉴于以上各种求交算法各自的缺点，本研究将首先

提出一种四边形参数曲面片模型，在此基础上可将平面

与自由曲面的求交问题简化为直线段与平面的位置关
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系问题。与现行常见的求交方法相比，本研究算法的特

点是计算稳定可靠、精度高而且具有较强的普适性。

1 自由曲面的 NURBS表示

一张笛卡尔空间自由曲面可表示为如下非均匀

有理B样条形式［13-14］：
S(u,v) =
[x(u,v),y(u,v),z(u,v)]T =

∑
i = 0

n

∑
j = 0

m

Ni,p(u)Nj,q(v)wi, jPi, j

∑
i = 0

n

∑
j = 0

m

Ni,p(u)Nj,q(v)wi, j

0 u,v1
（1）

式中：Pi, j —三维控制点；wi, j — Pi, j 对应权重；（n +1）,
（m +1）— u 向和 v 向控制点的数目；Ni,p(u)，Nj,q(v)—
沿 u 向的 p 次和 v 向的 q 次 B样条基函数。

由自由曲面的NURBS定义可知，一张自由曲面对

应于参数平面内一正方形区域｛（u,v）|0≤ u ≤1，0≤ v ≤
1｝，笛卡尔空间与参数空间的映射关系如图1所示。

图1 笛卡尔空间与参数空间的映射关系

2 空间点、线与平面的关系

2.1 空间点V 与平面的关系

已知平面单位法矢为｛A，B，C｝、平面常数为D，平

面与曲面相交如图 2所示。平面为所有点V=（x，y，z）
的集合｛V|F（V）=F（x，y，z）=Ax+By+Cz+D=0｝。该平面

将空间分为 3个部分，即｛V|F（V）<0｝、｛V|F（V）=0｝和

｛V|F（V）>0｝。因此，空间任一点V与平面有如下关系：

若点V在平面上，则F（V）=0；反之，若V使得F（V）≠0，
则V定不在平面上。

2.2 空间线段 V1V2 与平面的关系

空间线段 V1V2 与平面的关系可由线段两个端点

V1 和 V2 分别与平面的关系来确定。具体位置关系可

以有以下 4种情形：①若 V1 和 V2 分布在平面相同一

侧，则线段 V1V2 与平面不相交，此时 F(V1)、F(V2)皆非

零且具有相同的符号；②若 V1 和 V2 分布在平面相异

一侧，则线段 V1V2 与平面交于一点，此时 F(V1) 、F(V2)
皆非零且具有相异的符号；③若 V1（或 V2）在平面上

而 V2（或 V1）不在平面上，则线段与平面交于 V1（或

V2）；④若 V1 和 V2 都在平面上，则线段位于平面上。

将以上线段与平面之间的关系归纳如下：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

F(V1)F(V2) > 0 V1V2与平面不相交

F(V1)F(V2) < 0 V1V2与平面相交于一点

F(V1)F(V2) = 0
ì
í
î

ï

ï

F(V1) = 0;F(V2)≠ 0 V1V2与平面交于V1

F(V1)≠ 0;F(V2) = 0 V1V2与平面交于V2

F(V1) = 0;F(V2) = 0 V1V2在平面上

3 四边形参数面片

如图 1所示，位于笛卡尔空间的曲面的每个空间

四边形都对应于参数平面内的一个小长方形。四边

形参数面片模型如图 3所示，本研究将每个长方形分

别按照一定顺序标记出 4个角点（1、2、3、4）和 4条边

（Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ），并定义这样的长方形为四边形参数

面片。参数平面内，平面与曲面交线的参数变化曲线
v = f (u)，如图4所示。本研究用前一小节中介绍的两种

关系可以判定出各个空间四边形每个边与平面的关

系，进而可以判断出四边形参数面片与 v = f (u)的位置

关系。曲面所有四边形参数面片与 v = f (u)间的位置关

系分别会有如图3所示的a、b、c、d、e、f、g等7种状态。

图3 四边形参数面片模型

本研究对这 7种状态分别做如下定义：①空间四

边形的每个边均在平面的相同一侧为 a态；②空间四

边形的仅有一个顶点在平面上为 b态；③空间四边形

的两个相邻边与平面相交为 c态；④空间四边形的一

个顶点在平面上、一条边与平面相交为d态；⑤空间四

边形的两个对边与平面相交为 e态；⑥空间四边形的

两个对角顶点在平面上为 f态；⑦空间四边形的某边

位于平面上时为g态。图2 平面与曲面相交
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4 交线链表生成

对图1中的每个小四边形，顺次计算各角点坐标，

应用前面所介绍的两种关系和几种状态的定义方法，

可以得到如图4所示的一张状态表。

图4 参数变化曲线与状态表

求交线的过程为：①建立一张空的四边形面片结

构的链表并对照状态表将所有处于非a态和非 b态的

四边形按一定顺序（如从下到上顺次取出每一行、对

取出的每行按从左至右顺次取出每个四边形）存入该

链表中，得到一张初始链表；②对初始链表中所有处

于非 f态以及非 g态的各结点（小四边形）按同样的方

法再进行细分，并将细分后得到的所有非 a态和非 b
态的四边形按与前面相同的顺序插入该链表中，得到

一张新链表；③重复第②步的操作直到链表中所有的

结点状态都为 f态和 g态为止。最后得到的四边形链

表能很好地逼近交线且交线必然位于平面内，称该链

表为交线链表。以图4表示的状态表来说明该计算过

程，求交线链表的过程如图5所示。

将交线链表中各四边形位于平面内的角点作为

型值点，用NURBS样条进行拟合，即可得到平面与自

由曲面的交线。

5 实例计算

本节将以一张双三次NURBS曲面为例对所提出

的方法进行验证。该曲面由16个控制点形成，各控制

点权重取为1。为说明问题，先找出曲面上已知的3个
点 P 、P1 和 P2 ，通过这三点确定一个平面，求这个平

面与自由曲面的交线。

取 P = S(0.5,0.5)=[30,67.5,45]T ，P1 = S(0.15,0.35)=
[9,34.528 3,31.5]T，P2 = S(0.85,0.65)=[51,34.321 7,58.5]T，
经计算，由点 P、P1 和 P2 所确定的平面方程各系数分

别为：A＝0.540 757 6，B＝0.0，C＝-0.841 178 5，D＝

21.630 304。利用VC++和OpenGL在计算机上编程实

现了本研究所提出的求交算法，从初始链表开始，对

链表中每个四边形分别进行 10×10细分，共经过 6层

细分可以得到图5中的交线链表，对其进行曲线拟合，

求得的平面与自由曲面的交线如图6所示。

图6 平面与自由曲面的交线

以下通过求直线与交线的交点来进一步验证算

法的精确性。理论上，P1 、P2 应该在交线上，但实际

计算平面内直线 P1 P2 与交线的交点时采用将曲线变

折线段的方式进行，因而只能得到它们的近似值 P͂1 和

P͂2 ，求得的 P͂1 和 P͂2 分别为:
P͂1 =[9.003 41,34.528 283 3,31.502 185 3]T

P͂2 =[50.998 2,34.321 708 86,58.498 842 1]T

与 P1 和 P2 的距离误差分别为：

ε1 = |P͂1 -P1| =0.00 405 mm （2）
ε2 = |P͂2 -P2| =0.00 214 mm （3）

6 结束语

本研究所提出的平面与自由曲面求交线方法的

思路是：根据笛卡尔空间与参数平面之间的映射关

系，将空间四边形与平面的位置关系转化为参数平面

内四边形与交线参数变化曲线间的关系，进而求得交

线。最后，本研究结合实例进行了计算，研究结果表

明，求得的交线能够与理论交线精确符合，完全可以

在几何造型、曲面裁剪以及五轴编程刀位计算等诸多

方面得到实际应用。

图5 求交线链表的过程

（下转第970页）
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藏深度 2.0 mm的缺陷，而传统方法在计算盲区范围

内则基本无法检测到缺陷，图1及图2也说明，本研究

方法在检测过程中，测量误差及分辨力均更优于传统

方法。

4 结束语

为了解决传统TOFD法对埋藏在近表面的缺陷波

无法辩识等近表面盲区问题，本研究提出了一种新的

近表面检测方法。通过理论分析和实验比较可知，与

传统TOFD检测方法相比，基于变型波的方法能有效

地检测到埋藏深度 2.0 mm 的缺陷，并有效地解决

TOFD近表面盲区问题；该方法通过改变探头中心距

和采用变型波检测方法能有效减小测量误差并提高

盲区的分辨力；虽然提出的基于变型波的检测方法能

有效解决表面盲区的问题，但是由于在波的传播过程

中有纵波直通波、底面反射波及变型波等波型，较为

复杂，目前要通过人工方法来首先调整探头中心距和

人工判断变型波的位置，而智能判别将是下一步研究

的重点。

图3 分辨力比较图
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