
同伦法部分极点配置中特征灵敏度计算

吴晶莹，王冠楠
（浙江大学 电气工程学院，浙江 杭州 310027）

摘要：针对大电网区域互联造成的电力系统中低频振荡问题频繁发生，通过采用配置电力系统稳定器（PSS）来提高系统阻尼。为了

解决参数配置中存在的经典牛顿法对初值要求高这一问题，引入了最小方差-全概率同伦部分极点配置方法。详细分析了其中的特

征灵敏度计算问题，分别计算了特征值一阶、二阶灵敏度，比较了特征向量灵敏度的3种不同的算法；并通过经典的3机9节点系统

和New England 10机39节点系统进行了仿真实验。算例结果证明，参数K、Ta，以及极点都被配置到了目标位置，3种方法都具有可

行性和有效性，证明了NELSON方法具有更好的适用性、鲁棒性。
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Abstract：Aiming at the large power grid interconnected leads to the low frequency oscillation of power system，an method based on
power system stabilizer（PSS）was proposed to improve the damping of the system. In order to solve the problem that at the newton
method needs a starting point that is very close to final solution during the parameter configuration of power system stabilizer（PSS），the
homotopy method on partial pole assignment was introduced. Especially，the eigen-sensitivity was analyzed carefully. The first-order
eigenvalue sensitivity，second-order eigenvalue sensitivity and eigenvector sensitivity were calculated separately，and three algorithms of
eigenvector sensitivity were compared. To verify the effectiveness of the algorithm，the classic 3-machine-9-bus system and the New
England 10-machine-39-bus system were adopted for simulation. The results indicate that the parameter K，Ta and the poles are
configured to the target location and the suggested method is proved to be feasible and effective. The NELSON method is proved to be
universal and robust.
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0 引 言

随着电力事业的蓬勃发展，电力系统规模不断扩

大，电力网络日益复杂，电网运行越来越容易接近稳

定极限。使得低频振荡现象屡屡发生，严重时会引起

停电事故，给经济造成了巨大的损失也给社会安定带

来了不良的影响［1-2］。因此，分析电力系统低频振荡及

其抑制措施具有非常重要的现实意义。阻尼是影响

低频振荡的关键，安装电力系统稳定器（Power System
Stabilizer，PSS）作为一种经济有效的阻尼抑制方法得

到了广泛的应用。而如何合理配置、选定电力系统稳

定器参数是备受关注的问题［3-4］。

极点配置作为PSS参数配置的常用方法已经被广

泛使用，文献［5］采用全部特征值，虽然鲁棒性好，但

对于大系统常常会出现所谓“维数灾”的问题。文献

［6-8］分别利用选择模式分析法、AESOPS法、S矩阵

法，以确保计算精度和速度都可以满足大电力系统的

要求，但计算结果受到搜索初值和范围的影响很大，

不能保证所有的负阻尼和弱阻尼模式都被搜索到。

另外牛顿法［9］，初值的依赖性非常强，而对初值求解往
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往很复杂。文献［10］验证了最小二乘同伦法的可行

性，以及它的收敛速度和鲁棒性都比经典的牛顿法好

很多。

目前在电力系统研究领域中对于特征灵敏度研

究虽有不少，却多为针对特征值灵敏度的分析，对于

特征向量及其在电力系统的计算分析却很少见，传统

的特征向量灵敏度的计算方法如文献［11］中所述需

要知道所有的特征向量才能求取特征向量灵敏度并

且仅适用于只有一些特征向量的小系统，不适用于大

系统。文献［12］提出了特征灵敏度分析方法，但是又

由于负荷矩阵的稀疏性或者数值不稳定，对实际系统

的分析并不可行。

本研究提出一种基于最小方差全概率同伦法的极

点配置方法，以PSS可调参数为优化变量，以部分极点

配置为目标，通过利用多种特征向量灵敏度分析方法实

现小干扰下PSS的参数优化配置，并且着重分析特征灵

敏度在其中的计算，分析多种特征值灵敏度、特征向量

灵敏度的计算方法，利用经典的3机9节点系统和New
England10机39节点系统算例分析该方法的可行性。

1 小信号稳定及简单的 PSS模型

根据数学模型的不同类型［13］，电力系统小干扰稳

定性分析的方法可以分为4类：数值仿真法、特征值分

析法、频域分析法和非线性理论分析法［14］。而特征值

分析法是一种成熟的小干扰稳定研究方法，也是公认

非常有效的分析方法，它以线性系统和李雅谱诺夫第

一定律为基础，将系统在平衡点线性化，形成状态方

程矩阵，计算特征值、特征向量、参与因子等信息。

PSS是抑制低频振荡最简单有效的方法，本研究

中PSS调试的是单机无穷大系统。通过配置多个标准

的二阶电力系统稳定器模型实现，示意图如图1所示。

图1 标准的二阶电力系统稳定器

其传递函数为：
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综合以上结果，制定一个PSS状态方程，输入 Δω
为：
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闭环系统的状态矩阵及其系数的偏导为：
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2 最小方差同伦法极点配置

研究者设计PSS参数的时候，对于控制反馈环节，

将系统中不符合稳定运行条件的极点重新配置到复

平面内合理的位置，使得新的系统符合动态稳定标

准，振荡得以被抑制。

又因为知道闭环系统可以表示为式（4），在传统方

法中，极点配置问题可以认为是求解目标函数方程：
ϕ(z) =λx -λx0 = 0 （6）

然而，目标函数方程并不一定有解，为了增加极点

配置问题的可解性，引入最小方差极点配置，它具有如

下的特点：无需使用泰勒法展开非线性模型，理论严密，

特别适合求解非线性强度较高的模型；对初值依赖性极

低，具有大范围收敛性，数值解稳定，且精度高。它的目

的是让目标解与目标值的距离的平方和最小［15］：

min
y∈Rp,y > 0

obj = 1
2 ( )λx -λx0

T( )λx -λx0 （7）
相当于上式满足：
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下面引入同伦法的概念，它作为代数拓扑学（To⁃
pology）的基本概念，来源于延拓法，通过对不稳定的

最优化问题添加一个稳定泛函，把它变为一个稳定的

最优化问题［16］。自 19世纪初开始作为数值工具用于

求解一般的非线性方程组，至今已取得了卓越的成

果。具体的求解过程如下，设有一个非线性方程组：

ϕ( )z = 0 （9）
设 z1,z2 为 p 维空间 R

p 的非空子集，ϕ:z1 → z2 为
一个光滑的同伦映射。在同伦算法中，并不是直接求

解式（9），而是在其中加入一个已知其解或者易于求

解的方程 φ( )z ，配合同伦参数，构造同伦方程：

ρ( )μ,z = μφ( )z + ( )1 - μ ϕ( )z （10）
其中，μ∈[0,1]，ρ(μ,z)为同伦函数，且本研究采

用的是全概率同伦法，即概率为1， μ̇, ż 2 = 1，即同伦

方程具有以下关系：
μ(0)= 0,   z(0)= z0 （11）

利用参考文献［17］中所用的方法，求解如下：
∂ρ
∂μ =φ( )z - ( )z - z0

∂ρ
∂z = μ∂φ∂z + ( )1 - μ I

（12）

为了利用同伦算法还需要知道 φ( )z 的雅可比矩

阵如下所示（其求解过程将在下文中详细叙述）：
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3 特征灵敏度的分析

由公式可以知道，需要求解同伦算法需要知道特

征值一阶灵敏度、特征值二阶灵敏度、特征向量灵敏

度，具体的求解过程将在下文详述。

3.1 特征值一阶灵敏度

对于系统的状态矩阵 A有以下方程：

Au =λu （14）
det(A -λI)u = 0 （15）

式中：λ— A的特征值，λ =[λ1,λ2, ...,λn]；u —右特征

向量；v—左特征向量。

用 vi
Tui =Ci = 1进行标准化，来求解特征值一阶灵

敏度 ∂λ/∂zi ，将式（14）关于 zi 求导，可得：
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3.2 特征值二阶灵敏度

除了需要求解特征值的一阶灵敏度，还需要求解

特征值的二阶灵敏度。将上式关于 zj 求导，可得：
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将上式的左右两边都乘以 vT ，化简可得：
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为了求解二阶特征值灵敏度需要知道：第 i 个特

征值的左右特征向量 v,u ；第 i 个特征值关于参数 zi ,zj

的一阶特征值灵敏度；状态矩阵的二阶偏导数；特征

向量关于参数 zi ,zj 的一阶特征值灵敏度。

这表示要求解特征值的一阶、二阶灵敏度，并不

需要求解状态矩阵的所有特征值。

3.3 特征向量灵敏度

特征灵敏度的计算主要是指特征值和特征向量

导数的数值计算。特征值导数的计算比较容易，困难

在于特征向量导数的计算。由上可知，为了求解特征

值二阶灵敏度，其中最关键的就是会求解右特征向量

一阶灵敏度。常见的计算方法主要可以分为以下 5
种［18］：①差分法；②模态法；③NELSON类方法；④代数

法；⑤迭代法。

其中，差分法和迭代法又属于数值法，而NELSON
法、模态法属于解析法。由于大部分特征灵敏度的研

究是集中在机械、土木、航空、航天等方面，研究的系

统大多数为对称无阻尼系统，而小干扰稳定运行的环

境是实非对称系统，所以其中的大量方法并不可行，

下面本研究选择了切实可行且具有代表性的几种算

法对特征向量灵敏进行求取：

3.3.1 FOX和KAPOOR的方法

1968年 FOX和KAPOOR［19］首先提出了特征值导

数和特征向量的求解方法，利用完整的模态展开法，

对对称无阻尼系统给出了特征值和特征向量一阶导

数的精确求解。该方法指出：将式（14）的两边进行求

导，可得：

( )A -λI u′ = -( )A′ -λ′I u （20）
又因为 uT

iui = 1，将其求导得：

2uT
i ui, j = 0 （21）

Ai

2uT
i I
ui, j = -

Ai, j

0 ui （22）

第8期 吴晶莹，等：同伦法部分极点配置中特征灵敏度计算 ·· 989



当方程具有 n 个互不相同的特征值时，( )A -λI

为奇异阵，秩为 n - 1，此时特征向量灵敏度可以由下

式所求：

ui, j = -[(A -λI)(A -λI) + 2Iuiu
T
i I]-1 ⋅[(A -λI)

( )A′ -λ′I ] ⋅ ui

（23）
由此可见，利用经典的模态展开法来进行特征向

量灵敏度的求解，需要知道所有的特征值、特征向量，

对于维数大的向量系统而言是一个异常复杂的过程。

3.3.2 John Condren的方法

在文献［20］中，John Condren提出了一种求解特

征向量灵敏度的方法，因为：
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其中：A -λI 是奇异的，所以无法在式子两边直

接左乘 (A -λI)-1 来求解特征向量灵敏度。因此本研

究提出了一种标准化条件：

 ui
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*ui = 1 （25）
所以研究者可以构造方程，利用标准化方程来分

别求解特征向量一阶灵敏度的实部和虚部：
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使用该方法时，只要知道需要配置的特征值以及

它所对应左、右特征向量即可。

3.3.3 M.jankovic的方法

另一种方法利用文献［21］中所提的新的约束条

件，首先将下式：

 ui
2 = ui

*ui = 1 （27）
关于 zi 求偏导，可以得到：

u*∂u
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方程在 Im[u*(∂u/∂zi)]=0 时成立，也就是如果

u*(∂u/∂zi)是实数，那么上式 u*(∂u/∂zi) +[u*(∂u/∂zi)]* = 0成

立，可以变为：
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若 u*∂u/∂zi = 0两边左乘 u，可以得到：
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在 ( )(∂A/∂zi) -(∂λ/∂zi)I u +(A -λI)(∂u/∂zi)=0 的左边

加 uu*(∂u/∂zi)=0，可以得到［20］：
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同样也可以利用上式展开分别求解特征向量的

实部和虚部获得所求解。3.3.2节中的方法和 3.3.3节
中的方法主要区别是利用不同的归一化条件进行运

算分析。

3.3.4 NELSON的方法

以NELSON［22］为代表的一系列方法都称为直接

法，它就是直接处理特征值向量导数在控制方程中系

统矩阵的奇异性。其基本思想是把特征向量导数表

示为齐次方程的通解和非齐次方程的特解的和的形

式，再对两部分分别求解，假设：

( )A -λI u′ = -( )A′ -λ′I u =∍ （32）
u′ =∑

n

ciui = uc （33）
联立可得：

vT( )A -λlI uc = vT ∍ （34）
又因为 vTAu = diag(λ)，那么方程等于：

[ ]diag(λ) -λlI c = v
T ∍ （35）

ck =
vTk ∍

(λk -λl)
,   k≠ l （36）

u′ = ∑
k = 1,k≠ l

n

ckuk + clul = ū + clul （37）
uT*u = 1，取偏导，得：

real(uT*u′) = 0 （38）
将式（37）代入，可以求得：

cl = -real(u
T*ū) （39）

求解 u′ 的关键是求解 ū，考虑齐次方程：
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也可以表示成：
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如果 uk≠0 ，那么 (A -λI) 的第 k 列，是剩下

（n -1）列的线性组合。同理可得，对于左特征向量 v：

( )AT -λI v = 0

如果 vk≠0，那么 (AT -λI)的第 k 列是 (A -λI)剩
下的（ n -1）行的线性组合。综上所述，可得如果

vk≠0 ，uk≠0 ，那么 (A -λI) 的第 k 行第 k 列都可以

删除，则 u1,u3 满足：
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为了计算方便将 ūk 取为 ūk = 0，
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综上所述，第 i 个特征值所对应的特征值向量灵

敏度可以表示为：

u′ =
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（45）

这样就得到了 u′ ，然后利用LU分解法来求解PSS
超前滞后环节的参数。

NELSON计算的优点是不用求解每一个特征值，只

要求解需要的特征值即可，保持了结构特征值问题的对

称性和带宽特点，但在求解重根特征值时有局限性。

4 算法实现

算法实现过程如下：

（1）初始化系统参数；

（2）求取系统的闭环状态矩阵 A；

（3）求取特征值以及相应的左、右特征向量

λ,v,u；

（4）求取特征向量灵敏度 ∂u/∂zi ；

（5）利用最小方差同伦法求 ∂ρ/∂zi ；

（6）利用改进欧拉法求得 μ,zi ；

（7）得到配置后的极点以及PSS参数；

（8）判断结果是否提高了阻尼、降低了振荡频率。

运算流程图如图2所示。

5 算 例

5.1 3机9节点算例

为了进一步验证上述同伦求解极点配置的方法

是有效的，本研究引入的 3机 9节点系统如图 3所示，

该系统是一个经典的小信号稳定分析系统，它有 3台
发电机、3个负荷、9条输电线路。

图3 系统接线图

3.3.1节中的方法在运算速度上已经非常缓慢，下

面本研究使用3.3.2节、3.3.3节、3.3.4节中的方法分别进

行极点配置，将系统的特征值配置到目标极点的位置，

初始Ta =［0.16，0.19，0.165］；K =［44.5，83.5，25.50］，如
图4所示。

图4 Ta和 K 随着 μ 变化到1的变化

随着特征值 λ1 -λ6 达到想要配置的点，参数 Ta 、

K 的变化过程如图 5所示，最终在 μ = 1的时候停止，

是一个全概率的过程。以及在这个过程中，特征值

λ1 -λ6 也 都 被 配 置 到 了 目 标 位 置 。 此 时 参 数

Ta =[0.164,0.194,0.169] ，K =[44.119,83.956,25.504] ，
λ =[-3.997,-3.617,-1.899,-8.364,-10.984,-13.689]。

图5 λ1 -λ6 随着 μ 变化到1的变化

5.2 New England 10机39节点算例

同时针对New England 10机39节点的系统算例，

本研究分别使用上述几种方法对其进行计算，初始 Ta

和 K 为：Ta =[0.250 65,0.250 88,0.269 38] ，K =[25,25,图2 运算流程图
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25.000 16]，采用3.2.2节方法时却发现由于 rank = n - 1，
3.3.2节方法产生的最优解具有数值错误，而 3.3.3节、

3.3.4节方法仍然适用，配置结果如图6、图7所示。

图6 Ta和K随着 μ 变化到1的变化

图7 λ1 -λ3 随着 μ 变化到1的变化

可以看到通过 3.3.2节、3.3.3节、3.3.4节方法，都

能够将特征值配置到目标位置，但是相比 3.3.4节方

法，3.3.2节、3.3.3节方法虽然计算过程简单，但是在求

解大系统的时候会出现不稳定，求解矩阵奇异，稀疏

性较差，无法求得精确解。3.3.4节方法具有更好的鲁

棒性。

6 结束语

本研究介绍了特征灵敏度在同伦最小方差极点配

置中的计算，其中对于特征向量灵敏度分别提出了 3
种计算方法，通过对算例的比较分析验证了3.3.2节方

法和3.3.3节方法的可行性，但它们稀疏性较差且大系

统时矩阵会出现病态，3.3.4节方法具有更好的适用性、

鲁棒性以及特征灵敏度计算方法的可行性和有效性。
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