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摘要：针对设计机器人中考虑到灵活空间需要包络整个工件，灵活空间的大小受到机器人结构尺寸与磨削机和机器人的摆放位置

影响等问题，提出了3P3R的结构构型，并对该机器人结构参数计算与灵活空间等方面进行研究。首先给出了运用旋量建模方法的

运动学分析，后又将待加工的工件模型进行了简化，在总结前人工作的基础上，参考加工实际情况，提出了虚拟球的概念，针对特定

的的加工工件设计机器人的尺寸，重点讨论了机器人与砂带机位置参数的计算方法，给出了详细公式推导与计算流程图，对于整个

磨削系统的结构计算进行了系统综合，运用蒙特卡洛方法对于机器人的灵活空间进行了验证，并在Matlab平台上进行了编程实现。

最后，研究结果证实，该优化算法具有可靠性与实用性；同时这种逆推机器人结构参数并优化的方法也可应用到其他机器人的结构

设计中。
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Structure parameter calculate and optimization of 3P3R grinding robot
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Abstract：Aiming at designing a grinding robot，the workspace of which must meet with the size of the workpiece，a 3P3R structure was
put forward. Robot’s workspace was determined by many factors such as the structure parameters and the relative positions of gringding
robot and the belt grinder. The structure parameter calculation and dexterous were studied. First，the calculation about the 3P3R grinding
manipulator was presented which was based on the twist theory.Simplified model of the workpiece to be machined and previous work
based on the actual situation of the reference process was summarized，the concept of a virtual ball was proposed. The kinematic model
was made. Second，the size of the grinding manipulator was determined by a given workpiece. The belt grinder's position with respect to
the robot base was optimized，additionally，the detailed derivation of the formula and the optimization flow chart were presented.
Meanwhile，the simulation about the dexterous grinding space was verified by Monte Carlo method，and a software implementation based
on Matlab platform was made. Finally，the result indicate that the backward calculation of the manipulator structural parameters and
optimized algorithm is not only stable and practical，can also be referred in the structural design of other types of manipulators.
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0 引 言

砂带磨削历史悠久，起源于 13世纪，当时人们就

已经使用砂纸打磨和抛光金属或石料［1］。近几年来由

于人力成本的提高与机器人的兴起，运用机器人磨削

工件越来越广泛。工业机器人可以保证产品质量的

统一性，工业发达国家已将数控加工中心与数控叶片

砂带磨床用于汽轮机叶片加工［2］。
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磨削机器人的磨削力量一般在 102 N量级上，磨

削精度一般要保证在0.01 mm左右，因此考虑高负载、

高精度的结构设计中，本研究采用 3P3R 的机构形

式。由于第 5轴转角范围的限制，机器人的灵活空间

欧氏群 SE（3）= R3 × SO（3）测度很小［3］。通用的三关

节正交手腕在理想情况下可达到任意姿态，此时满足

Pieper准则时，运动学的逆解简单且存在封闭解［4］，但

是由于相邻的两个杆件物理上存在干涉导致姿态空

间有限，加工工件某些位置不可达，需要二次装夹，降

低了磨削精度。因此本研究设计的磨削机结构不采

用球形手腕结构。手腕的 3个轴线不相交于一点，而

是相交于两个点［5］。

对于特定的磨削工件的大小设计具体机器人的

尺寸与工具坐标系的位置摆放是一个非常复杂的问

题，王伟［6］使用模拟退火算法（SA）求得机器人的灵活

空间，张栋［7］运用正交实验法优化了工具坐标系的摆

放位置。高志慧［8］运用粒子群算法优化了机器人的灵

活空间，但是对于机器人的本体参数设计均很少有优

化设计的提出。

本研究提出 3P3R的结构构型，并对该机器人结

构参数与灵活空间等方面进行研究。

1 砂带磨削机器人运动学分析

在设定变量参数条件下，运用旋量理论给出机器

人正反解析解，结构示意图如图1所示。

图1 磨削机器人的结构示意图

1.1 运动学正解

轴1为前后移动 z 运动轴，轴2为左右移动 y 运动

轴，轴 3为上下移动 x 运动轴，4，5，6轴为姿态旋转变

换轴。取当前图1位形为初始位形，则 g06(0)表示的是

机器人的末端坐标系相对于坐标系0的刚体变换。运

动旋量：

ξi = [ ]-ωiqi ωi

T

式中：ωi —运动旋量上的单位矢量，ωi ∈R3 ；qi —在 i

坐标系下轴向上的任意一点，qi ∈R3 ；ξi —移动关节，

ξi = [ ]vi 0 T
；其中：vi —在 i 坐标系下移动方向上的单

位矢量，vi ∈R3 。

根据旋量的基础理论，可以求得：

g06(θ) = eξ̂1θ1eξ̂2θ2eξ̂3θ3eξ̂4θ4eξ̂5θ5eξ̂6θ6g06(0)= éëê
ù
û
ú

R(θ) p(θ)
0 1 （1）

式中：

R(θ) = é
ë
êê

ù

û
úú

1 0 00 1 00 0 1 （2）

p(θ) = é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

l1 + l4-l2 + l6
l3 + l5

（3）

该机器人前3个关节为3P结构，因此：
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ξ1 = éëê ùûú
v10 = [ ]0 0 1 0 0 0 T

ξ2 = éëê ùûú
v20 = [ ]0 -1 0 0 0 0 T

ξ3 = éëê ùûú
v30 = [ ]1 0 0 0 0 0 T

（4）

ξ4 = é
ë
ê

ù
û
ú

-ω4 × q1
ω4

= [ ]-l2 -l1 - l4 0 0 0 1 T
（5）

ξ5 = é
ë
ê

ù
û
ú

-ω5 × q1
ω5

= [ ]-l3 - l5 0 l1 + l4 0 1 0 T
（6）

ξ6 = é
ë
ê

ù
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-ω6 × q2
ω6

= [ ]-l2 + l6 l1 + l4 0 0 0 1 T
（7）

将式（2~7）代入式（1）中可以得到：

g06(θ) =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

c4c5c6 - s4s6 -c4c5s6 0 0
s4c5c6 + c4s6 -s4c5s6 + c4c6 0 0-s5c6 s5s6 0 00 0 0 0

+

é
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ù
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0 0 c4s5 θ3 - s4l6 + l4 + l10 0 s4s5 -θ2 + c4l6 - l20 0 c5 θ1 + l5 + l30 0 0 1

（8）

式中：si = sin(θi)；ci = cos(θi)。
1.2 运动学逆解

在1.1节中已经求得运动学正解公式（8），笔者设

定机器人末端法兰第6坐标系相对于机器人的基坐标

系的位姿齐次矩阵为：

T =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
nx ox ax px

ny oy ay py

nz oz az pz0 0 0 1
（9）

令 g06(θ) =T 可得到如下解析解：
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θ6 = a tan 2(- oz

nz

)
θ5 ={arccos(az),r32 / sin(θ6)≥ 0

-arccos(az),r32 / sin(θ6) < 0
θ4 = a tan 2(ay

ax

)
θ3 = px -(l4 + l1) + s4l6
θ2 = -py - l2 + c4l6
θ1 = pz - l5 - l3

（10）

式中：si = sin(θi)；ci = cos(θi)。

2 灵活空间分析

根据夏刚等人［9］的定义，机器人的末端执行器能

以任何姿态到达同一个点的空间即为机器人的灵活

空间。但是对于磨削机器人，灵活空间仅需要与工具

坐标系的一个发现方向对接即可，因此笔者引用虚拟

球［10］来定义灵活空间，事实证明该方法可以有效表示

磨削机器人的灵活空间。

机器人的基坐标系｛0｝，工件坐标系｛P｝，工具坐

标系｛T｝如图2所示。

图2 机器人各个坐标系关系

[ ]g06(θ) P
6T = g0T (0) （11）

g0T (0)=
é

ë

ê

ê
êê

ù

û
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ú
úú

1 0 0 Tx0 1 0 Ty0 0 1 Tz0 0 0 1
（12）

式中：g0T (0) — T 坐标系相对于机器人基坐标系的齐

次矩阵。

由式（11）可得：P
6T = [ ]g06(θ) -1

g0T (0)，即：

P
6T =
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x-c6s4 - c4c5s6 c4c6 - c5s4s6 s5s6 P′
y

c4s5 s4s5 c5 P′
z0 0 0 1
（13）

式中：
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,

P″
x = Tyc4s6 - l6s6 - Tzc6s5 + l2c5c6s4 -

                          l4c4c5c6 - Txs4s6 + l2c4s6 + l3c6s5 +
                          l5c6s5 + l1s4s6 + l4s4s6 + l1s4s6 + l4s4s6 +
                          Txc4c5c6 + Tyc5c6s4 - l1c4c5c6，
P″

y = Tyc4c6 - l6c6 - Txc6s4 - l2c5s4s6 +
                        l2c4c6 + l4c4c5s6 + Tz s5s6 + l1c6s4 +
                        l4c6s4 - l3s5s6 - l5s5s6 -
                       Txc4c5s6 - Tyc5s4s6 + l1c4c5s6，
P″

z = Tzc5 - l3c5 - l5c5 +
                       Txc4s5 + Ty s4s5 - l1c4s5 - l4c4s5 + l2s4s5。
本研究设定机器人的灵活空间大小为一个虚拟

球体，这个球体可以包络整个加工工件如图3所示。

图3 用虚拟球包围的待加工工件

由于机器人后 3个关节结构关系确定后，决定机

器人灵活空间大小的重要参数为前3个轴。计算机器

人前3个轴行程大小的流程如图4所示。

图4 计算 Tx ，Ty ，Tz 的流程图

本研究设定磨削点在基坐标系下的位置坐标为：

(Tx,Ty,Tz) ，设定磨削点的方向与 xz 平面平行，并且与

yz 平面夹角为 θT ，设定工件坐标系被包围在一个半径
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为 rT 的球内，可以求得球心坐标为：(Tx - rT sin(θT),
Ty,Tz - rT cos(θT)) ，由文献［6-7］可得到机器人灵活空

间分布在末端法兰第六坐标系即末端法兰 z 轴对称位

置上，现利用两个变量 α ，β 就可以遍历球面上所有

点，点的方向取球心与点的延长线方向。

虚拟球的建模如图5所示。

图5 虚拟球的建模

在已知两个角度 α 与 β ，一个长度 RT 条件下，即

可利用圆心坐标表示球面上任意一点及其方向等信

息。设定末端法兰第六坐标系原点距离工具坐标系

球心距离为 RT ，六轴坐标系此时 z 轴指向球心，xy 轴

由于无法确定磨削方向设为任意值，可以求得球面相

对于末端法兰第六坐标系的坐标齐次变换矩阵为：

P圆心 =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

Tx - rT sin(θT) +RT cos(β)cos(α)
Ty +RT cos(β)sin(α)
Tz - rT cos(θT) +RT sin(β)

（14）

此时末端法兰第六坐标系 z 轴在基坐标系下的表

示式为：

z=(cos(β)cos(α),cos(β)sin(α),sin(β))T
此时的齐次变换矩阵为：

P球 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
* * 0 Tx - rT sin(θT) +RT cos(β)cos(α)* * 0 Ty +RT cos(β)sin(α)* * 0 Tz - rT cos(θT) +RT sin(β)0 0 0 1

+

                          
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

0 0 cos(β)cos(α) 0
0 0 cos(β)sin(α) 0
0 0 sin(β) 0
0 0 0 0

（15）

此时将式（15）代入式（13），即可以求得Θ1 ，Θ2 ，

Θ3 ，式中的*为可以取得符合齐次变换矩阵的任意

值。

3 实验及结果分析

该设计的磨削机器人主要针对水龙头，待加工水

龙头CAD模型如图 6所示。图 6中 Point点是用来实

际磨削时取用的关键点，只要所有关键点可以到达，

整个工件即可完全磨削。由于水龙头不需要精确的

表面误差，磨削后还要进行抛光处理，研究者主要还

是通过实际经验判断工件磨削好坏，通常一个好的磨

削后工件触摸上去没有凹凸感。

图6 待加工的水龙头CAD模型

根据上文理论介绍，虚拟工件坐标系中心距离末

端法兰第六轴坐标系原点 RT =600，本研究利用一个半

径为 rT =250的球体包围工件，磨削角度ΘT =30°，设定

初值 Tx =500，Ty =500，Tz =500，磨削点的位置初值可

以任意设定，不影响计算结果。机器人的结构参数为：

l1 = 272, l2 = 0, l3 = 266, l4 = 253.5, l5 = 611, l6 = 237。

计算结果如表 1所示。由表 1可知，在设计夹具

时在不干涉条件下尽可能将工件放置在距离末端法

兰第六坐标系近的位置上，这样可以缩短各轴的行

程，降低机器人成本。

表1 计算结果

初值设定/mm
RT

600
500
400

rT

250
250
250

求得的各轴行程/mm
Θ1

1 200
1 000
800

Θ2

1 287
1 097
925

Θ3

1 287
1 097
925

该次实验取 RT =600，rT =250，该条件下的虚拟球

基本可以包括常用水龙头的大小。在初始 Tx =500，
Ty =500，Tz =500时，第一次计算得到行程范围为：

(-1 093≤ θ1 ≤ -93)
(-1 048≤ θ2 ≤ 48)
(-700≤ θ3 ≤ 398)
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修正后的 Tx =650，Ty =0，Tz =1 093，将机器人的

磨削点位调整至该点，调整位置后磨削机器人与磨削

机的摆放情况如图7所示。

图7 实际磨削机器人样机

下面笔者利用蒙特卡洛算法对灵活空间进行验

证，蒙特卡洛法也称作统计模拟法，是以概率统计理

论为基础的一种计算方法。在本例中，一定范围内随

机取 Tx ，Ty ，Tz ，对于每一个随机点遍历所有 Θ4 ，

Θ5 ，Θ6 ，根据公式（13）求得的Θ1 ，Θ2 ，Θ3 取交集，若

在上述用虚拟球求得范围内即将该点画出，N 为在虚

拟球点的个数。根据该方法验证该点位的正确性如

表2所示。

由表 2可以得出：当 Tx =650，Ty =0，Tz =1 100时

灵活空间点位最多，这与之前计算的基本一致，得到

了很好的验证。利用蒙特卡洛算法在Matlab上仿真

得到的灵活空间如图8、图9所示。

图8 灵活空间在XZ平面投影

图9 灵活空间在XY平面投影

图8、图9中，圆圈即代表虚拟球的范围，圆点代表

整体灵活空间大小，从图中可以看出灵活空间成山状

分布在末端法兰第六坐标系上，这与前人的模拟结果

一致，圆点范围明显包围了圆圈区域，说明利用虚拟

球反算行程的方法有效性。

4 结束语

（1）本研究介绍了 3P3R机器人的结构参数计算

与磨削机和机器人摆放位置优化方法，提出了虚拟球

计算理论，探索出了一条快速计算机器人磨削点位置

的计算方法在理论上给出了公式推导，在充分总结前

人经验的基础上，将磨削机器人与磨削机的整体计算

进行了系统综合，最后采用蒙特卡洛算法对分析结果

进行了验证。

（2）优化位置后的磨削机可以达到灵活空间最

大，减少了重复试凑的工作量，适应的工件种类更多。

（3）本研究在计算中为了简化模型，忽略了磨削

方向和角度等参数，若能将砂带侧的系统进行建模，

可以求得的结构会更紧凑，合理。笔者采用上述介绍

的计算方法，在实际应用中得到了可行性验证，设计

出来的机器人结构可以满足预期的磨削要求。

表2 实验结果

编号

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18

Tx

670
670
670
670
670
670
650
650
650
650
650
650
630
630
630
630
630
630

Ty

30
20
10
0

-10
-20
30
20
10
0

-10
-20
30
20
10
0

-10
-20

Tz

800
900
1 000
1 100
800
900
800
900
1 000
1 100
800
900
800
900
1 000
1 100
800
900

N

243
475
610
698
560
430
263
596
1 500
2 564
2 107
1 740
794
1 042
1 280
1 604
1 343
873
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