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非对称结构单摆的理论与试验研究∗
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摘要:针对惯性式压电精密驱动器的非对称振动驱动机理难以分析的问题ꎬ提出了一种非对称结构的单摆ꎬ探讨了模型结构和运动

原理ꎮ 建立了非线性动力学方程ꎬ从能量转换和运动周期两个方面ꎬ分析了非对称单摆的工作特性ꎮ 在此基础之上ꎬ设计、研制了

实物模型ꎻ以初始释放角度 θ０、中心距 Ｒ 和摆长 Ｌ１ 为影响因素ꎬ对非对称单摆进行了周期特性试验ꎮ 研究结果表明ꎬ非对称单摆具

有两侧摆长、最大摆角和两侧半周期运动时间均不相同的特点ꎻ大摆角运动周期随初始释放角度 θ０ 和摆长 Ｌ１ 的增大而增大ꎬ随中

心距 Ｒ 的增大而减小ꎬ周期理论计算结果和试验测试结果具有较好的重合性ꎮ 非对称结构单摆工作特性的研究结果可为后续的惯

性式压电精密驱动器的研发和设计打下坚实的基础ꎮ
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０　 引　 言

振动现象广泛存在于人类的生活和生产实际中ꎮ
振动可根据不同的特征分为不同的种类[１]ꎮ 近年来ꎬ
国内外科研工作者从非对称的视角出发ꎬ已经开展了

许多非对称振动的基础研究工作[２￣３]ꎮ 在精密驱动领

域ꎬ压电惯性驱动器利用压电元件的非对称振动来驱

使机构运动[４￣６]ꎮ 这类压电元件非对称振动的成因ꎬ从
广义上说ꎬ主要可以归纳为激励信号、振子结构和外部

约束的非对称设计ꎮ 例如ꎬ在激励信号非对称设计方

面ꎬＤａｌｉｕｓ Ｍａｚｅｉｋａꎬ Ｐｉｏｔｒ Ｖａｓｉｌｊｅｖ[７]提出非对称三角波

的电控方式ꎬ研制了一种直线型压电惯性驱动器ꎬ最大

输出速度和负载可达 ２０ ｍｍ / ｓꎬ８ ｇꎮ Ｗ. Ｍ. Ｃｈｅｎ 等

人[８]以非对称占空比的矩形波作为驱动信号ꎬ开发研



制了新型二自由度压电惯性驱动器ꎬ直线和旋转速度

分别可达 ２１ ｍｍ / ｓꎬ ３. ７２ ｒａｄ / ｓꎮ 在振子结构非对称设

计方面ꎬＰｉｎｇ Ｚｅｎｇ 等人[９]提出以非对称夹持结构的压

电双晶片振子为动力元件ꎬ利用振子非对称振动产生

惯性力差的机理研制了一种新型压电马达ꎬ最小分辨

率和最大线速度可达 ０. ０２ μｍ 和 １６. ８７ ｍｍ / ｓꎮ 在外

部约束的非对称设计方面ꎬＪｉａｎｍｉｎｇ Ｗｅｎ 等人[１０] 研制

了一种新型压电旋转驱动器ꎬ该驱动器在顺逆时针运

动时通过改变正压力来产生非对称的摩擦力矩ꎬ从而

实现驱动器的定向转动ꎬ最小分辨率可达 １０ μｒａｄꎮ
Ｘｉａｏｔａｏ Ｌｉ 等人[１１]研制了一种基于非对称摩擦力与惯

性力匹配的压电直线驱动器ꎬ最大速度和输出力分别

可达５ ｍｍ / ｓ和 １０ Ｎꎮ 虽然ꎬ学者们已利用非对称振动

研制了多种压电惯性驱动器ꎬ其驱动机理仍需进一步

深入研究和分析ꎮ 因此ꎬ本研究提出一种非对称结构

的单摆ꎬ尝试用以探讨和解释该类驱动器的致动原理ꎮ
作为物理学中的经典模型ꎬ单摆是研究和讨论振

动机理的理想角色[１２￣１３]ꎮ 因此ꎬ本研究提出以一种非

对称单摆为研究对象ꎬ将从能量特性和周期特性角度

出发ꎬ对该单摆在周期运动中所表现出的非对称振动

特性进行理论分析ꎬ从而为非对称驱动的机理分析提

供一种新思路ꎮ

１　 非对称单摆模型结构和边界条件

本研究所提出的非对称单摆是一种通过在单摆

圆心垂直位置向下点设置固定支点的方法ꎬ使左、右
摆动半径产生变化的新型单摆结构装置ꎮ 非对称单

摆模型主要由摆球、摆线和钢钉 ３ 个部分组成ꎮ 其

中ꎬ假设模型中摆线为不可伸缩的轻质细绳ꎬ摆球半

径远小于摆线长度ꎬ布置在中心线上的钢钉不产生

变形与位移ꎮ
非对称单摆运动原理如图 １ 所示ꎮ 球在微小扰动

下从中心线一侧自由释放ꎬ在重力作用下周期性来回

摆动ꎮ

图 １　 非对称结构单摆模型

每当摆球经过中心线时ꎬ钢钉对摆线产生阻挡作

用ꎬ摆动中心将在 Ｏ１ 和 Ｏ２ 间交替变换ꎬ摆长 Ｌ１ 和 Ｌ２

也随之产生更替ꎬ其中 Ｒ 为 Ｏ１ 和 Ｏ２ 的中心距ꎮ 换而

言之ꎬ在一个运动周期中ꎬ摆动中心和摆长条件将改变

两次ꎮ 为了方便研究与讨论ꎬ可将非对称单摆的运动

过程以中心线为界ꎬ分为左、右两个部分ꎬ任意时刻的

摆角分别为 θ１ꎬθ２ꎮ

２　 理论分析

２. １　 非对称单摆动力学方程

为了探讨所提出的非对称单摆的动力学方程ꎬ本
研究首先分析长度为 ｌꎬ摆球质量为 ｍ 的对称单摆运

动原理ꎮ 在摆线长度远大于摆球半径和忽略摆线质量

的条件下ꎬ且考虑阻尼影响因素ꎬ根据牛顿第二定律ꎬ
对称单摆在周期性驱动力作用下的动力学方程为:

ｍｌ ｄ
２θ
ｄｔ２

＝ Ｆｃｏｓ ｗＤ ｔ － ｃｌ ｄθｄｔ －ｍｇｓｉｎθ (１)

式中: θ—角位移ꎬ ｃ—阻 尼 系 数ꎬ ｇ—重 力 加 速 度ꎬ
Ｆｃｏｓ ｗＤ ｔ—周期性驱动力ꎮ

令 Ｐ( ｔ) ＝ Ｆｃｏｓ ｗＤ ｔ / ｍｌꎬα ＝ ｃ / ｍꎬω０ ＝ ｇ / ｌꎬ式可

表示为:
ｄ２θ
ｄｔ２

＋ α ｄθ
ｄｔ ＋ ω２

０ｓｉｎθ ＝ Ｐ( ｔ) (２)

由于铅垂平面内钢钉的存在ꎬ非对称单摆在振动

过程中每次通过中心线时ꎬ将同时改变摆动中心和摆

长ꎮ 在不考虑空气阻力和悬挂点摩擦的条件下ꎬ非对

称单摆在中心线左、右两侧的振动微分方程可以表

述为:
ｄ２θ１

ｄｔ２
＋ ω２

１ｓｉｎθ１ ＝ ０

ｄ２θ２

ｄｔ２
＋ ω２

２ｓｉｎθ２ ＝ ０
(３)

式中:ω１ ＝ ｇ / Ｌ１ꎻω２ ＝ ｇ / Ｌ２ꎮ
２. ２　 非对称单摆的能量分析

若不考虑能量耗散ꎬ非对称单摆在运动过程中只

受到摆球重力做功ꎬ所组成的保守系统机械能守恒ꎬ系
统总能量为:

Ｅｍ ＝ Ｅｋ ＋ Ｅｐ (４)
若将摆球运动轨迹的最低点作为零势能点ꎬ非对

称单摆在运动过程中左右两部分的动能和势能可以分

别表示为:

Ｅｋ１ ＝ １
２ ｍＬ２

１θ２
１
􀅰

Ｅｋ２ ＝ １
２ ｍＬ２

２θ２
２
􀅰

(５)
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Ｅｐ１ ＝ｍｇＬ１(１ － ｃｏｓθ１)
Ｅｐ２ ＝ｍｇＬ２(１ － ｃｏｓθ２)

(６)

实际操作中ꎬ可以选择中心线两侧选择满足边界

条件的任意一点ꎬ作为自由释放的起始位置ꎮ 以起始

位置为右侧为例ꎬ运动初始条件为 θ１ｍａｘ ＝ θ０ꎬ摆球在释

放瞬间的动能、势能和总能量分别为:
Ｅｋ１(θ１ ＝ θ０) ＝ ０ (７)

Ｅｐ１(θ１ ＝ θ０) ＝ Ｅｍ ＝ｍｇＬ１(１ － ｃｏｓθ０) (８)
根据三角函数诱导公式 ２ｓｉｎ２(θ / ２) ＝ １ － ｃｏｓθꎬ当

非对称单摆在两侧来回摆动时ꎬ系统任意时刻的总能

量和势能可以表示为:
Ｅｍ ＝ ２ｍｇＬ１ｓｉｎ２(θ０ / ２) (９)
Ｅｐ１ ＝ ２ｍｇＬ１ｓｉｎ２(θ１ / ２)

Ｅｐ２ ＝ ２ｍｇＬ２ｓｉｎ２(θ２ / ２)
(１０)

由式得ꎬ动能是总能量与势能的差值ꎬ即 Ｅｋｉ ＝
Ｅｍ － Ｅｐｉꎬ系统在两侧的动能可以表示为:

Ｅｋ１ ＝ ２ｍｇＬ１[ｓｉｎ２(θ０ / ２) － ｓｉｎ２(θ１ / ２)]

Ｅｋ２ ＝ ２ｍｇ[Ｌ１ｓｉｎ２(θ０ / ２) － Ｌ２ｓｉｎ２(θ２ / ２)]
(１１)

若起始位置为左侧ꎬ运动初始条件为 θ２ｍａｘ ＝ θ０ꎬ根
据上述相同推导过程ꎬ可得到任意时刻系统的总能量、
势能和动能分别为:

Ｅｍ ＝ ２ｍｇＬ２ｓｉｎ２(θ０ / ２) (１２)
Ｅｐ１ ＝ ２ｍｇＬ１ｓｉｎ２(θ１ / ２)

Ｅｐ２ ＝ ２ｍｇＬ２ｓｉｎ２(θ２ / ２)
(１３)

Ｅｋ１ ＝ ２ｍｇ[Ｌ２ｓｉｎ２(θ０ / ２) － Ｌ１ｓｉｎ２(θ１ / ２)]

Ｅｋ２ ＝ ２ｍｇＬ２[ｓｉｎ２(θ０ / ２) － ｓｉｎ２(θ２ / ２)]
(１４)

由式(１２ ~ １４)的理论推导可知ꎬ非对称单摆从

左侧和右侧自由释放的运动过程具有相似的能量特

性ꎮ 根据上述推导ꎬ本研究用 Ｍａｔｌａｂ 软件绘制了系

统机械能、动能、势能与摆球所处位置的关系曲线如

图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 非对称单摆运动过程中的机械能、动能和势能

图 ２ 表明ꎬ在铅垂方向ꎬ非对称单摆具有能量守恒

特性ꎬ即系统机械能总量始终保持不变ꎻ在水平方向

上ꎬ由于非对称单摆的运动不对称性ꎬ动能和势能也表

现出左右两侧不对称的特点ꎬ且两者在摆长 Ｌ１ 侧的平

均变化率均大于摆长 Ｌ２ 侧ꎮ

２. ３　 非对称单摆的周期分析

周期是单摆研究中的热点问题ꎮ 国内外学者已利

用椭圆积分法[１４]、算数几何平均法[１５]、超几何法[１６]等

方法ꎬ提出了大量关于单摆周期问题的精确解和近似

解ꎮ 本研究将根据已建立的动力学方程ꎬ采用中心线

左、右两侧运动时间叠加的方式ꎬ在大摆角情况下研究

非对称单摆的周期影响因素ꎮ
当摆角较大时ꎬ非对称单摆的运动不再是简谐振

动ꎬ而是非线性振动ꎮ 根据机械能守恒定律ꎬ无阻尼单

摆运动的精确周期公式实际上可以用第一类椭圆积分

表达[１７]:

Ｔ ＝ ２ Ｌ
ｇ ∫

θ　 ０

０
[ｓｉｎ２(θ０ / ２) － ｓｉｎ２(θ / ２)] － １

２ ｄθ

(１５)
式中:Ｌ—摆长ꎬθ０—初始释放角度ꎬθ—摆角ꎮ

根据上式ꎬ可获得非对称单摆在两侧的运动时间

分别为:

Ｔ１ ＝
Ｌ１

ｇ ∫
θ　 １ｍａｘ

０
[ｓｉｎ２(θ１ｍａｘ / ２) － ｓｉｎ２(θ１ / ２)] － １

２ ｄθ１

Ｔ２ ＝
Ｌ２

ｇ ∫
θ　 ２ｍａｘ

０
[ｓｉｎ２(θ２ｍａｘ / ２) － ｓｉｎ２(θ２ / ２)] － １

２ ｄθ２

(１６)
式中:Ｌ１ꎬＬ２—两侧摆长ꎻθ１ｍａｘꎬθ２ｍａｘ—左、右两侧最大摆

角ꎻθ１ꎬθ２—左、右两侧摆角ꎮ
将上述左、右两侧的运动时间叠加ꎬ得出大摆角非

对称单摆的精确周期公式为:
Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ Ｔ２ (１７)

上述所得的精确周期公式属于第一类椭圆积分ꎬ
须查积分表才可得出周期值ꎬ计算时较为繁琐ꎮ 为了

方便理论研究和仿真ꎬ故本研究引用 Ｆ. Ｍ. Ｓ. Ｌｉ￣
ｍａ[１８]所提出的准确度较高的近似周期计算公式:

Ｔ ＝ － Ｔ０
ｌｎａ
１ － ａ (１８)

式中:Ｔ０ ＝ ２π Ｌ / ｇꎬａ ＝ ｃｏｓ(θ０ / ２)
根据式(１８)ꎬ可获得非对称单摆在两侧的近似运

动时间分别为:

Ｔ１ ＝ － π Ｌ１ / ｇ
ｌｎ(ｃｏｓ(θ１ｍａｘ / ２))
１ － ｃｏｓ(θ１ｍａｘ / ２)

Ｔ２ ＝ － π Ｌ１ / ｇ
ｌｎ(ｃｏｓ(θ２ｍａｘ / ２))
１ － ｃｏｓ(θ２ｍａｘ / ２)

(１９)

将两侧的运动时间叠加后ꎬ得到大摆角非对称单
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摆准确度较高的近似周期公式:

Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ Ｔ２ ＝ － π Ｌ１ / ｇ
ｌｎ(ｃｏｓ(θ１ｍａｘ / ２))
１ － ｃｏｓ(θ１ｍａｘ / ２)

＋

　 Ｌ２ / ｇ
ｌｎ(ｃｏｓ(θ２ｍａｘ / ２))
１ － ｃｏｓ(θ２ｍａｘ / ２)

(２０)

由于 Ｌ２ ＝ Ｌ１ － Ｒꎬ式(２０)可以转换为:

Ｔ ＝ － π Ｌ１ / ｇ
ｌｎ(ｃｏｓ(θ１ｍａｘ / ２))
１ － ｃｏｓ(θ１ｍａｘ / ２)

＋

　 (Ｌ１ － Ｒ) / ｇ
ｌｎ(ｃｏｓ(θ２ｍａｘ / ２))
１ － ｃｏｓ(θ２ｍａｘ / ２)

(２１)

式中:θ１ｍａｘꎬθ２ｍａｘ—两侧最大摆角由摆球初始释放位置

和释放角度 θ０ 确定ꎮ
式(２１)表明ꎬ此时非对称单摆的周期与摆长 Ｌ１、

中心距 Ｒ 和初始释放角度 θ０ 有关ꎬ且在左右两侧同一

高度释放时具有相同的周期特性ꎮ
为了从理论上分析 ３ 种因素与周期的关系ꎬ根据

上式ꎬ笔者用 Ｍａｔｌａｂ 软件绘制三者对周期的影响趋势

图如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 非对称单摆运动周期与摆长 Ｌ１、

中心距 Ｒ 和初始释放角度 θ０ 的关系

图 ３ 表明ꎬ在大摆角情况下( θ≥１０°)ꎬ非对称单

摆的周期随着摆长 Ｌ１ 和初始释放角度 θ０ 的增大而增

大ꎬ随着中心距 Ｒ 的增大而减小ꎮ 此外ꎬ上式也表明ꎬ
由于左、右两侧摆长和最大摆角条件不同ꎬ非对称单摆

具有左、右两侧半周期运动时间不同的特点ꎮ

３　 试验结果与讨论

为了检验非对称单摆周期振动的理论分析ꎬ探究

初始释放角度 θ０、摆长 Ｌ１ 和中心距 Ｒ ３ 个因素对周期

的影响ꎬ本研究设计和制作了非对称单摆模型ꎬ并组建

了非对称单摆周期振动测试系统ꎮ

３. １　 试验系统

非对称单摆模型和周期振动测试系统如图 ４
所示ꎮ

图 ４　 非对称单摆周期特性测试系统

非对称单摆模型主要由摆球、轻质细绳和两个钢

钉组成ꎮ 摆球质量为 ０. ０３ ｋｇꎬ直径为 ０. ０２ ｍꎮ 摆长 Ｌ１

为摆球球心至右侧摆动中心点 Ｏ１ 的距离ꎬＬ２ 为摆球

球心至左侧摆动中心点 Ｏ２ 的距离ꎮ 非对称单摆周期

特性测试系统主要部件有非对称单摆模型、３Ｄ 动态分

析摄像仪、支撑板和定位网格纸ꎮ ３Ｄ 动态分析摄像仪

由 ＫＥＹＥＮＣＥ 公司生产ꎬ包括控制器与镜头两个部分ꎬ
分辨率可达微秒级ꎬ在试验中用于精密测量摆球的运

动轨迹和记录摆球周期运动的时间ꎮ

３. ２　 周期振动试验

由理论分析可知ꎬ在左、右两侧同一高度释放摆球

时ꎬ非对称单摆具有相同的周期特性ꎬ其中ꎬ摆长 Ｌ１、
中心距 Ｒ 和初始释放角度 θ０ 是非对称单摆运动周期

的主要影响因素ꎮ 试验时ꎬ在上述 ３ 种影响因素的不

同初始条件下ꎬ笔者利用所组建的测试系统对非对称

单摆的周期振动进行了测试与记录ꎮ 为了使得试验更
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易控制ꎬ结果更为准确ꎬ摆球初始释放位置均选在中心

线右侧ꎮ
３. ２. １　 周期振动试验周期与初始释放角度 θ０ 的关系

在摆长 Ｌ１ 和中心距 Ｒ 相同条件下ꎬ非对称单摆运

动周期随初始释放角度 θ０ 变化的仿真与试验结果如

图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 周期与初始释放角度 θ０ 关系仿真与试验曲线

图 ５ 中ꎬ摆长为 ０. ４ ｍꎬ中心距为 ０. １ ｍꎬ０. １５ ｍ和

０. ２ ｍꎬ分别计算和测试了初始释放角度从 １０° ~ ５０°的
运动周期ꎮ

图 ５ 曲线表明ꎬ非对称单摆的周期随着初始释放

角度的增大而非线性增大ꎬ增长速率逐渐提高ꎮ
３. ２. ２　 周期与摆长 Ｌ１ 的关系

在中心距 Ｒ 和初始释放角度 θ０ 相同条件下ꎬ非对

称单摆运动周期随摆长 Ｌ１ 变化的仿真与试验结果如图

６ 所示ꎮ

图 ６　 周期与摆长 Ｌ１ 关系仿真与试验曲线

图 ６ 中ꎬ中心距为 ０. １ ｍꎬ初始释放角度为 ２０°ꎬ４０°
和 ６０°ꎬ本研究分别计算和测试了摆长 Ｌ１ 从０. ３ ｍ ~
０. ５ ｍ的运动周期ꎮ

图 ６ 曲线表明ꎬ非对称单摆的周期随着摆长 Ｌ１ 的

增大而非线性增大ꎬ增长速率逐渐降低ꎮ
３. ２. ３　 试验系统周期与中心距 Ｒ 的关系

在初始释放角度 θ０ 和摆长 Ｌ１ 相同条件下ꎬ非对

称单摆运动周期随中心距 Ｒ 变化的仿真与试验结果

如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 周期与中心距 Ｒ 关系仿真与试验曲线

图 ７ 中ꎬ初始释放角度为 ２０°ꎬ摆长为 ０. ３ ｍꎬ
０. ３５ ｍ和 ０. ４ ｍꎬ分别计算和测试了中心距 Ｒ 从

０. ０５ ｍ ~０. ２５ ｍ 的运动周期ꎮ
图 ７ 曲线表明ꎬ非对称单摆的周期随着中心距 Ｒ

的增大而非线性减小ꎬ减小速率逐渐提高ꎮ
以上结果表明:大摆角非对称单摆的运动周期随

着摆长 Ｌ１ 和初始释放角度 θ０ 的增大而增大ꎬ随着中

心距 Ｒ 的增大而减小ꎬ且 ３ 种因素影响下周期增大或

减小速率的变化规律各不相同ꎻ另一方面ꎬ摆长 Ｌ１、初
始释放角度 θ０ 和中心距 Ｒ 不同条件下ꎬ非对称单摆周

期在的试验与仿真结果变化趋势一致ꎬ具有较好的重

合性ꎮ
观察发现ꎬ周期的试验测试值总体略小于仿真计

算值ꎬ其原因是仿真时的周期理论计算忽略了空气阻

尼和摩擦的影响ꎮ

４　 结束语

本研究提出一种非对称单摆ꎬ通过理论和试验相

结合的方式ꎬ对非对称振动现象的机理进行了初步探

讨ꎮ 总体研究结果表明ꎬ中心线两侧的摆长差异引起

了单摆的运动不对称性ꎬ最终使其在能量和半周期运

动时间上分别表现出了不对称的特点ꎮ
本研究所提出的运用非对称单摆研究非对称振动

机理的策略ꎬ以及在研究工作中所获得的规律和结论ꎬ
为非对称驱动的机理分析提供了新的思路ꎮ

最后ꎬ有关非对称单摆的理论研究还有待学者们

作进一步的完善与补充ꎮ
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