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摘要:针对 Ｄｅｌｔａ 机器人运动过程中因弹性变形导致的误差问题ꎬ基于有限元理论对其弹性动力学问题建立了数学模型并进行了研

究ꎮ 根据机构特点ꎬ将机器人的各构件分别划分为刚性体与弹性体ꎬ形成了一个刚柔结合的系统ꎬ并充分考虑机构中平行四边形机

构的运动协调关系ꎬ推导出了各构件的运动协调矩阵ꎬ由此装配出了系统的弹性动力学方程ꎬ在此基础上ꎬ采用 Ｎｅｗｍａｒｋ 积分方法

对系统方程进行了求解ꎬ最后据此分析了 Ｄｅｌｔａ 并联机器人杆件截面尺寸对其运动过程中弹性误差的影响ꎮ 研究结果表明:增加驱

动杆截面的尺寸时ꎬ其弯曲刚度随之增加ꎬ可以减少机器人弹性变形ꎻ而从动杆截面的尺寸增加时会因为机构自重增加导致变形增大ꎮ
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０　 引　 言

１９８５ 年ꎬ瑞士的 Ｃｌａｖｅｌ[１] 发明了 Ｄｅｌｔａ 并联机器

人ꎬ该型机器人为三自由度空间平移机构ꎬ具有承载能

力强、运动耦合弱、力控制容易等优点ꎮ 随着并联机器

人的应用领域不断得到拓展ꎬ其工作环境日趋复杂ꎬ并
联机器人不断向高速度、高加速度、高精度、重载荷和

轻量化方向发展[２￣３]ꎬ导致机构运行中弹性振动和运动

误差也随之增加ꎮ 传统的刚体动力学分析方法无法满

足弹性误差分析的需求ꎬ考虑构件弹性的动力学分析

成了研究重点ꎮ 通过运动弹性动力学分析方法(ｋｉｎｅ￣

ｔｏ￣ｅｌａｓｔｏ￣ｄｙｎａｍｉｃꎬＫＥＤ)ꎬ将机构位移视作弹性位移与

刚体位移(名义位移)的叠加ꎬ在给定机构名义运动条

件规律的条件下ꎬ确定机构的弹性响应ꎮ
Ｐｉｒａｓ[４]利用有限元理论与弹性动力分析方法

(ＫＥＤ)研究了 ３￣ＰＲＲ 平面并联机器人的弹性动力学

问题ꎮ 刘善增等人[５] 建立了刚柔耦合并联机构系统

的整体动力学方程的步骤与方法ꎬ对 ３￣ＲＲＳ 并联机器

人的频率特性进行了分析ꎮ 韩亚峰等人[６] 利用有限

元理论ꎬ采用平面梁单元对 Ｄｅｌｔａ 机器人进行了弹性

动力学建模ꎮ Ｋｕｏ 等人[７] 基于 Ｄ￣Ｈ 方法定义了一组

全局变量ꎬ在不使用约束方程的情况下ꎬ导出了 Ｄｅｌｔａ



机器人的弹性动力学模型ꎮ 目前ꎬＤｅｌｔａ 并联机器人的

弹性动力学研究中大都认为其四边形从动臂机构在运

动过程中两侧杆保持平行ꎬ从而将其四边形从动臂机

构简化为一根虚拟从动杆进行分析ꎬ而在实际运动过

程中ꎬ由于驱动杆末端弹性转角等影响ꎬ四边形机构会

产生扭曲ꎬ有必要针对机器人的四边形机构进行动力

学建模研究ꎮ
本研究将 Ｄｅｌｔａ 机器人四边形从动臂机构划分为

２ 刚性短杆与 ２ 柔性从动杆ꎬ通过分析其运动协调条

件ꎬ在有限元理论基础上建立 Ｄｅｌｔａ 机器人的弹性动

力学方程ꎬ通过数值方法求解出机器人在运动轨迹中

的弹性误差ꎬ并通过改变杆件截面尺寸ꎬ分析杆件截面

尺寸对弹性误差的影响ꎮ

１　 弹性动力学方程

Ｄｅｌｔａ 并联机器人结构图如图 １ 所示ꎮ

图 １　 Ｄｅｌｔａ 并联机器人结构图

Ｄｅｌｔａ 机器人由定平台、驱动器、驱动杆、四边形

从动臂、动平台等组成ꎬ其中连接动平台与定平台的

３ 个支链互成 １２０°角对称分布ꎮ 每条支链包含一个

驱动杆与一个从动臂ꎬ驱动杆一端通过驱动电机与

定平台相联接ꎬ另一端以转动副形式与从动臂相连ꎬ
从动臂为平行四边形结构ꎬ确保动平台在工作空间

内做三维平动ꎮ 因为构件的柔性以及运动过程中惯

性力和外载荷的影响ꎬ动平台中心点 Ｐ 的实际位置

相对于理想位置产生偏差ꎬ即弹性位置误差ꎬ通过建

立 Ｄｅｌｔａ 机器人的弹性动力学方程可以对其弹性位

置误差进行计算ꎮ
１. １　 单元划分及位移分析

根据有限元理论ꎬ笔者选择矩形截面梁单元作为
基本单元ꎬ用以划分机构中的柔性杆件ꎬ空间梁单元模

型如图 ２ 所示ꎮ
单元包含 ２ 个节点ꎮ 每个节点有 ６ 个弹性位移自

由度ꎬ表示梁单元弹性位移的广义坐标:
δ ＝ ｘ１ ｙ１ ｚ１ φｘ１ φｙ１ φｚ１ 􀆺 φｚ２[ ]Ｔ (１)

图 ２　 空间梁单元模型

式中:ｘ１ꎬｘ２— 两节点在 ｘ 轴向的弹性位移ꎻｙ１ꎬｙ２—
两节点沿 ｙ 向弹性位移ꎻｚ１ꎬｚ２— 两节点沿 ｚ 向弹性

位移ꎻφｘ１ꎬφｘ２— 两节点绕 ｘ 轴弹性转角ꎻφｙ１ꎬφｙ２—
两节点绕 ｙ轴弹性转角ꎻφ ｚ１ꎬφ ｚ２—两节点绕 ｚ轴弹性

转角ꎮ
根据欧拉 ￣ 伯努利梁理论ꎬ梁单元上任意一点弹

性位移可以表示成如下形式:
ｘ 方向位移:ｕ(ｘꎬｔ) ＝ ＮＴ

ｕ(ｘ)δ (２)
ｙ 方向位移:ｖ(ｘꎬｔ) ＝ ＮＴ

ｖ (ｘ)δ (３)
ｚ 方向位移:ｗ(ｘꎬｔ) ＝ ＮＴ

ｗ(ｘ)δ (４)
绕 ｘ 轴转角:φ(ｘꎬｔ) ＝ ＮＴ

φ(ｘ)δ (５)
式中:ＮＴ

ｕ(ｘ)ꎬＮＴ
φ(ｘ)— 一次插值函数ꎻＮＴ

ｖ (ｘ)ꎬＮＴ
ｗ(ｘ)—

三次多项式插值函数ꎮ
１. ２　 单元弹性动力学方程

因为单元弹性变形较小ꎬ忽略机构刚体运动与弹

性变形运动之间的耦合影响ꎬ单元的位移看作是刚体

位移与弹性位移的叠加ꎬ单元动能为:

Ｔｅ ＝ １
２ ( δ̇ ｒ ＋ δ̇) ＴＭｅ( δ̇ ｒ ＋ δ̇) (６)

式中:δ̇ ｒꎬδ̇—单元的刚体速度和弹性变形速度ꎬ单元刚

体速度 δ̇ ｒ 在给定运动条件下ꎬ可以通过运动学计算

出ꎻＭｅ— 单元质量矩阵ꎮ

Ｍｅ ＝ １
２ ∫Ｌ

０
[ρＡ(ＮｕＮＴ

ｕ ＋ ＮｖＮＴ
ｖ ＋ ＮｗＮＴ

ｗ) ＋

ρＩＰＮφＮＴ
φ]ｄｘ (７)

式中:ρ— 单元质量密度ꎻＬ— 梁单元长度ꎻＡ— 梁单元

截面面积ꎻＩＰ— 梁单元横截面对 ｘ 轴的极惯性矩ꎮ
单元的变形能包括弯矩、轴向力和扭矩作用时所

产生的能量ꎬ单元总变形能为:

Ｖｅ ＝ １
２ δＴＫｅδ (８)

式中:Ｋｅ— 单元刚度矩阵ꎮ

Ｋｅ ＝ ∫Ｌ
０
(ＥＡＮｕｘＮＴ

ｕｘ ＋ ＥＩｚＮｖｘｘＮＴ
ｖｘｘ ＋ ＥＩｙＮｗｘｘＮＴ

ｗｘｘ ＋

ＧＩＰＮφｘＮＴ
φｘ)ｄｘ (９)

式中:Ｅ— 梁单元材料的杨氏模量ꎻＧ— 梁单元材料的

剪切模量ꎻＩｙꎬＩｚ—梁单元横截面对 ｙ轴和 ｚ轴的极惯性
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矩ꎬ形函数下标中的 ｘ 以及 ｘｘ 分别代表对 ｘ 的一阶偏

导和二阶偏导ꎬ例如:Ｎｕｘ 代表 Ｎｕ 对 ｘ 的一阶偏导ꎮ
将式(６ꎬ８) 代入拉格朗日动力学方程ꎬ导出单元

弹性动力学方程:
Ｍｅ δ̈ ＋ Ｋｅδ ＝ Ｆｅ (１０)

式中:δ̈— 单元弹性变形加速度ꎬ而广义力列阵为:
Ｆｅ ＝ Ｑｅ ＋ Ｐｅ ＋ Ｇｅ (１１)

其中ꎬＰｅ ∈Ｒ１２×１ 是相连的其他单元所施加的作用

力列阵ꎬ对整个机构来说属于内力ꎬ在装配成系统方程

时互相抵消ꎻ记 δ̈ｒ 为单元刚体加速度ꎬＧｅ ＝ － Ｍｅ δ̈ ｒ 是

系统单元刚体惯性力列阵ꎬ通过运动学计算可以求出ꎻ
Ｑｅ ∈ Ｒ１２×１ 为单元的外加载荷的广义力列阵ꎬ来自于

系统外部对单元施加的载荷ꎮ
１. ３　 运动协调关系

１. ３. １　 支链内坐标系建立

鉴于Ｄｅｌｔａ机器人支链的对称性ꎬ本研究选取一条

支链进行弹性动力学建模ꎮ 支链有限元模型如图 ３
所示ꎮ

图 ３　 支链有限元模型

图 ３ 中ꎬＡ 为驱动端ꎬ驱动杆 ＡＢ 被视为空间悬臂

梁ꎬＢ１Ｂ２Ｄ２Ｄ１ 为支链的平行四边形从动臂结构ꎬＰ 为

机器人末端ꎬ因为平台刚度远大于空间梁单元机构ꎬ视
动平台与定平台为刚性体ꎮ而在四边形机构中ꎬ上下短

杆长度远小于两侧杆ꎬ因此本研究将 Ｂ１Ｂ２、Ｄ１Ｄ２ 两杆

视作刚性体ꎬ并忽略其质量影响ꎬ将 Ｂ１Ｄ１、Ｂ２Ｄ２ 两杆作

为弹性杆件进行分析ꎮ
本研究在图 ３ 中做驱动杆 ＡＢ直线在 Ｂ１Ｂ２Ｄ２Ｄ１ 平

面上的投影 ＢＣꎬ并如图中定义角度 ｎ１、ｎ２、ｎ３ꎮ建立支

链 Ｏ￣ＸＹＺ坐标系ꎬ方向定义为 Ｚ轴向上ꎬＹ轴平行于驱

动器转动轴线ꎬＸ 轴遵守右手定则指向支链方向ꎻ动平

台坐标系Ｐ － ｘ３ｙ３ ｚ３ 方向与支链坐标系Ｏ￣ＸＹＺ一致ꎻ驱
动杆 ＡＢ单元坐标系 Ａ － ｘ１ｙ１ ｚ１ 的坐标轴方向由支链坐

标系Ｏ￣ＸＹＺ绕Ｙ轴旋转 ｎ１ 得到ꎻ从动杆Ｂ１Ｄ１ 单元坐标

系 Ｂ１ － ｘ２ｙ２ ｚ２ 方向由支链坐标系Ｏ￣ＸＹＺ先绕 Ｙ轴旋转

ｎ１ ＋ｎ２ꎬ后绕 Ｚ 轴旋转 ｎ３ 得到ꎮ
定义支链弹性位移广义坐标为:

ψ ＝
ｘＰ ｙＰ ｚＰ φｘＰ φｙＰ φｚＰ ｘＢ ｙＢ ｚＢ φｘＢ

φｙＢ φｚＢ φ１ φ２ φ３ φ４ φ５ φ６ φ７ φ８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

(１２)
其中ꎬ前 ６ 项元素组成 Ｐ点在坐标系 Ｐ － ｘ３ｙ３ ｚ３ 下

广义坐标 ＵＰꎬ描述动平台因为机构弹性变形影响ꎬＰ
点相对于名义位置的位移ꎻ７ ~ １２ 项元素组成广义坐

标 ＵＢꎬ对应 ＡＢ梁单元坐标系 Ａ － ｘ１ｙ１ ｚ１ 下 Ｂ节点处的

弹性位移ꎻφ１－８ 分别为 Ｂ１Ｄ１、Ｂ２Ｄ２ 两杆端点在各自单

元坐标系下绕 ｙ 轴与 ｚ 轴方向的弹性转角ꎮ
１. ３. ２　 支链内运动协调关系

驱动杆 ＡＢ为空间悬臂梁ꎬ点 Ａ处的弹性位移与转

角均为零ꎬ可以得出 ＡＢ梁单元与支链弹性位移之间的

关系为:
δＡＢ ＝ ＳＡＢΨ (１３)

其中:

ＳＡＢ ＝
０６×６ ０６×６ ０６×８

０６×６ Ｉ６×６ ０６×８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
１２×２０

(１４)

式中:Ｉ— 单位矩阵ꎻ０— 零矩阵ꎻδＡＢ—ＡＢ 梁单元广义

坐标ꎮ
记 Ｄ点在动平台坐标系 Ｐ － ｘ３ｙ３ ｚ３ 下广义坐标为:

ＵＤ ＝ [ｘＤ ｙＤ ｚＤ φｘＤ φｙＤ φｚＤ] Ｔ (１５)
则 Ｄ 点与 Ｐ 点位移协调关系为[８]:

ＵＤ ＝

１ ０ ０ ０ ｗＤ － ｖＤ
０ １ ０ － ｗＤ ０ ｕＤ

０ ０ １ ｖＤ － ｕＤ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ＵＰ (１６)

式中:[ｕＤ ｖＤ ｗＤ] Ｔ—Ｄ点在Ｐ￣ＸＹＺ坐标系下的位置

坐标ꎬ由机构几何参数确定ꎮ
根据图 ３ 中几何约束关系可以得到 Ｂ１Ｄ１ 梁单元

在单元坐标系下的弹性位移:
ｘ１ ＝ (ｘＢｃ２ ＋ ｚＢｓ２ － ｄ(φｚＢｃ２ － φｘＢｓ２))ｃ３ ＋ ｙＢｓ３ꎻ
ｙ１ ＝ － (ｘＢｃ２ ＋ ｚＢｓ２ － ｄ(φｚＢｃ２ － φｘＢｓ２)) ｓ３ ＋ ｙＢｃ３ꎻ
ｚ１ ＝ ｚＢｃ２ － ｘＢｓ２ ＋ ｄ(φｘＢｃ２ ＋ φｚＢｓ２)ꎻ
φｘ１ ＝ ０ꎻφｙ１ ＝ φ１ꎻφｚ１ ＝ φ２ꎻ
ｘ２ ＝ (ｘＤｃ１２ ＋ ｚＰｓ１２ － ｄ(φｚＤｃ１２ － φｘＤｓ１２))ｃ３ ＋ ｙＤｓ３ꎻ
ｙ２ ＝ － (ｘＤｃ１２ ＋ ｚＤｓ１２ － ｄ(φｚＤｃ１２ － φｘＤｓ１２))ｓ３ ＋ ｙＤｃ３ꎻ
ｚ２ ＝ ｚＤｃ１２ － ｘＤｓ１２ ＋ ｄ(φｘＤｃ１２ ＋ φｚＤｓ１２)ꎻ
φｘ２ ＝ ０ꎻφｙ２ ＝ φ３ꎻφｚ２ ＝ φ４ (１７)

式中:ｄ ＝ １ / ２ ｜ Ｂ１Ｂ２ ｜ ꎻ符号 ｓꎬｃ—函数 ｓｉｎ和 ｃｏｓꎬ下标

数字对应 ３ 个角度 ｎ１、ｎ２、ｎ３ꎬ例如:ｓ１２ 代表 ｓｉｎ(ｎ１ ＋
ｎ２)ꎬｃ３ 代表 ｃｏｓｎ３ꎮ
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由式(１６ꎬ１７) 可以得出 Ｂ１Ｄ１ 梁单元与支链弹性

位移之间的协调关系:
δＢＤ１ ＝ ＳＢＤ１Ψ (１８)

式中:δＢＤ１—Ｂ１Ｄ１ 梁单元广义坐标ꎻＳＢＤ１—Ｂ１Ｄ１ 梁坐标

协调矩阵ꎬ同理可以得出 Ｂ２Ｄ２ 梁单元与支链弹性位移

之间的协调关系:
δＢＤ２ ＝ ＳＢＤ２Ψ (１９)

动平台 Ｐ 与支链弹性位移协调关系为:
ＵＰ ＝ ＳＰΨ (２０)

式中:
ＳＰ ＝ Ｉ６×６ ０６×６ ０６×８[ ]

６×２０

１. ３. ３　 系统运动协调关系

本研究建立系统广义坐标 Ｕ∈ Ｒ４８×１ꎬ根据式(１３ꎬ
１８ꎬ１９ꎬ２０)ꎬ以及 ３ 条支链的对称性ꎬ建立出任意构件 ｉ
与系统广义坐标 Ｕ 之间的协调关系:

δ ｉ ＝ ＳｉＵ (２１)
式中:ｉ— 构件编号ꎻδ ｉ— 构件 ｉ 的单元广义坐标ꎻＳｉ—
对应的坐标协调矩阵ꎮ

１. ４　 系统弹性动力学方程

动平台为刚体ꎬ其动力学方程[９￣１０] 可以表示为:
ＭｐＵ̈Ｐ ＝ ＦＰ (２２)

其中ꎬ动平台质量矩阵:

Ｍｐ ＝
ｍＰＩ３×３ ０

０ Ｊ３×３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (２３)

式中:ｍｐ— 动平台质量ꎻＪ— 动平台在支链坐标系中的转

动惯量矩阵ꎻＦＰ— 点 Ｐ 处的广义力:Ｕ̈Ｐ—Ｐ 点处加速度ꎮ
将式 (１９) 代入式 (１０ꎬ２２) 得到各构件动力学

方程:
ＳＴ

ｉ ＭｉＳｉＵ̈ ＋ ＳＴ
ｉ ＫｉＳｉＵ ＝ ＳＴ

ｉ Ｆｉ (２４)
式中:Ｕ̈—Ｕ 对时间的二阶的偏导ꎻＭｉ— 构件 ｉ 的单元

质量矩阵ꎻＫｉ— 构件 ｉ 的单元刚度矩阵ꎻＦｉ— 构件 ｉ 的
广义力列阵ꎮ

将各构件的单元动力学方程(２４) 进行总装得到:
ＭＵ̈ ＋ ＣＵ̇ ＋ ＫＵ ＝ Ｆ (２５)

式中:Ｕ̇—Ｕ 对时间的一阶偏导:Ｍ４８×４８— 系统的总质

量矩阵ꎻＫ４８×４８— 系统的总刚度矩阵ꎻ 系统总阻尼矩

阵 —ＣꎬＣ４８×４８ ＝ λＭ４８×４８ ＋ βＫ４８×４８ꎻλꎬβ—Ｒａｙｌｅｉｇｈ阻尼

比例系数[１１]ꎻＦ４８×１— 系统广义力列阵ꎮ

２　 弹性误差分析

２. １　 弹性误差计算

笔者选用系统参数:驱动杆长 ５００ ｍｍꎬ动平台质

量０. ２ ｋｇꎬ上平台外接圆半径 １００ ｍｍꎬ动平台外接圆

半径为 ５０ ｍｍꎬ从动臂结构中短杆长度为 ５０ ｍｍꎬ两侧

的从动杆长 ６００ ｍｍꎬ驱动杆截面与从动杆截面均选用

正方形截面ꎬ驱动杆截面边长尺寸 ２０ ｍｍꎬ从动杆截面

边长尺寸 １０ ｍｍꎬ材料密度为 ７ ８５０ ｋｇ / ｍ３ꎬ弹性模量

２１０ ＧＰａꎬ泊松比 ０. ３ꎬ运行时间 Ｔ ＝ ３ ｓꎮ给定动平台运

动轨迹:
ｘ ＝ １００ ｃｏｓ(６πｔ)
ｙ ＝ １００ ｓｉｎ(６πｔ)
ｚ ＝ － ５００

{ (２６)

本研究利用 Ｎｅｗｍａｒｋ 方法在 Ｍａｔｌａｂ 中对系统动

力学方程(２５) 进行数值求解ꎬ计算出动平台末端 Ｐ 点

的弹性位置误差在运行时间内的变化情况ꎮ
圆周轨迹下弹性位置误差如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 圆周轨迹下弹性位置误差

Δｘ、Δｙ、Δｚ—Ｐ 点沿 ｘ、ｙ、ｚ 三轴方向的弹性误差ꎮ

２. ２　 杆截面尺寸对弹性误差影响

通过改变驱动杆与从动杆的截面参数ꎬ可以有效

改变机器人的力学性能ꎮ定义轨迹上误差均值:

ｄ ＝ ∑
Ｔ

ｔ ＝ ０

Δｔ (Δｘ( ｔ)) ２ ＋ (Δｙ( ｔ)) ２ ＋ (Δｚ( ｔ)) ２

Ｔ
(２７)

式中:Δｘ( ｔ)ꎬΔｙ( ｔ)ꎬΔｚ( ｔ)—Ｐ 点在 ｔ 时刻沿各轴向的

弹性误差值ꎮ
２. ２. １　 驱动杆截面尺寸对弹性误差影响

驱动杆截面边长选择取值 ２０ ｍｍ ~ ３０ ｍｍ 的范

围ꎬ其他参数不变ꎮ 本研究根据式(２７)计算误差均

值随驱动杆的截面边长的变化情况ꎮ 结果如图 ５
所示ꎮ

图 ５　 驱动杆截面尺寸对机构末端弹性误差的影响
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可以看到:随着驱动杆截面边长增大ꎬ机器人末端

的误差均值明显减少ꎮ 究其原因ꎬ驱动杆的受力形式

类似于悬臂梁ꎬ增加其截面尺寸能够有效提升其弯曲

刚度ꎮ
２. ２. ２　 从动杆截面尺寸对弹性误差影响

考察从动杆截面尺寸对机构弹性误差的影响ꎬ从
动杆截面边长选择取值 ５ ｍｍ ~１０ ｍｍ 的范围ꎬ其他参

数不变ꎮ 误差均值随从动杆截面边长的变化情况如图

６ 所示ꎮ

图 ６　 从动杆截面尺寸对机构末端弹性误差的影响

由图可以看到:当从动杆截面边长增大时ꎬ机构的

均值误差随之增加ꎮ 分析原因ꎬ从动杆两端均为球铰

关节ꎬ其变形方式以拉压为主ꎬ相对于弯曲变形ꎬ轴向

拉压变形的尺寸相对较小ꎬ其刚度的提升并不能抵消

掉由质量增加带来的额外载荷影响ꎮ
２. ２. ３　 两杆截面尺寸对弹性误差综合影响

笔者考察两种杆截面尺寸对机构弹性误差的综合

影响ꎬ从动杆截面边长选择取值 ５ ｍｍ ~ １０ ｍｍ 的范

围ꎬ驱动杆截面边长选择取值 ２０ ｍｍ ~３０ ｍｍ 的范围ꎬ
其他参数不变ꎬ机器人均值误差随两杆截面尺寸变化

如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 两类杆截面尺寸对机构末端弹性误差的综合影响

　 　 可以看到在区间内均值误差的变化规律ꎬ误差均

值与驱动杆截面尺寸呈负相关ꎬ与从动杆截面尺寸呈

正相关ꎬ具有一定的单调性ꎮ

３　 结束语

本研究针对 Ｄｅｌｔａ 机器人运动过程中的弹性变形

误差进行了分析ꎬ建立了系统的弹性动力学控制方程ꎬ
通过数值方法进行算例分析ꎬ求解出了机器人在运动

过程中的误差情况ꎬ分析了杆件截面尺寸对弹性误差

的影响ꎮ
结论显示:通过增加驱动杆的截面尺寸以及减少

从动臂的截面尺寸ꎬ能够有效降低机器人运动过程中

的弹性变形ꎮ

参考文献(Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ):

[１]　 ＣＬＡＶＥＬ Ｒꎬ Ａ ｆａｓｔ ｒｏｂｏｔ ｗｉｔｈ ｐａｒａｌｌｅｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ[Ｃ]. Ｐｒｏｃ.
Ｉｎｔ. ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ. ｏｎ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｒｏｂｏｔｓꎬ Ｌａｕｓａｎｎｅ: ＣｉＮｉｉꎬ
１９８８.

[２]　 计时鸣ꎬ黄希欢. 工业机器人技术的发展与应用综述[Ｊ].
机电工程ꎬ２０１５ꎬ３２(１):１￣１３.

[３] 　 冯李航ꎬ张为公ꎬ龚宗洋ꎬ等. Ｄｅｌｔａ 系列并联机器人研究

进展与现状[Ｊ]. 机器人ꎬ２０１４(３):３７５￣３８４.
[４]　 ＰＩＲＡＳ Ｇꎬ ＣＬＥＧＨＯＲＮ Ｗ Ｌꎬ ＭＩＬＬＳ Ｊ Ｋ. Ｄｙｎａｍｉｃ ｆｉｎｉｔｅ￣

ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｐｌａｎａｒ ｈｉｇｈ￣ｓｐｅｅｄꎬ ｈｉｇｈ￣ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｐａｒ￣
ａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｌｉｎｋｓ [ Ｊ]. Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ＆
Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙꎬ２００５ꎬ４０(７):８４９￣８６２.

[５]　 刘善增ꎬ朱真才ꎬ余跃庆ꎬ等. 空间刚柔耦合并联机构系统

的频率特性分析[ Ｊ]. 机械工程学报ꎬ２０１１ꎬ４７(２３):３９￣
４８.

[６] 　 韩亚锋ꎬ马履中ꎬ吴伟光ꎬ等. Ｄｅｌｔａ 并联机器人弹性动力

学研究[Ｊ]. 农业机械学报ꎬ２０１１ꎬ４２(１０):１９７￣２０２.
[７]　 ＫＵＯ Ｙ Ｌ. Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｄｅｌｔａ

ｒｏｂｏｔ ｗｉｔｈ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｌｉｎｋｓ[ Ｊ]. Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２０１６ꎬ７１(１０):１９７３￣１９８９.

[８]　 黄　 真ꎬ孔令富ꎬ方跃法. 并联机器人机构学理论及控制

[Ｍ]. 北京:机械工业出版社ꎬ１９９７.
[９]　 韩敬虎ꎬ俞经虎. 食品检测咀嚼机器人工作空间研究[Ｊ].

轻工机械ꎬ２０１６ꎬ３４(３):１￣４.
[１０]　 熊艳梅ꎬ杨延栋. 码垛机器人运动学分析与仿真[Ｊ]. 机

械ꎬ２０１５(１２):６２￣６６.
[１１]　 巴　 特. 有限元分析中的数值方法[Ｍ]. 北京:科学出版

社ꎬ１９８５.
[编辑:张　 豪]

本文引用格式:

陈君杰ꎬ李攀磊ꎬ韩　 威ꎬ等. Ｄｅｌｔａ 机器人动力学建模与弹性误差分析[Ｊ] . 机电工程ꎬ２０１７ꎬ３５(１):３３ － ３７.

ＣＨＥＮ Ｊｕｎ￣ｊｉｅꎬ ＬＩ Ｐａｎ￣ｌｅｉꎬ ＨＡＮ Ｗｅｉꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｄｅｌｔａ ｒｏｂｏｔ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ

２０１７ꎬ３５(１):３３ － ３７. «机电工程»杂志:ｈｔｔｐ: / / ｗｗｗ. ｍｅｅｍ. ｃｏｍ. ｃｎ

􀅰７３􀅰第 １ 期 陈君杰ꎬ等:Ｄｅｌｔａ 机器人动力学建模与弹性误差分析




