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摘要:微机电系统下ꎬ针对传统连续模型无法准确描述气体滑移对微轴承动力学特性影响规律的问题ꎬ引入 Ｗｕ 新滑移模型(任意

克努森数下都与线性玻尔兹曼方程解有较高的吻合度)对传统连续模型和一阶滑移模型进行了修正ꎮ 基于有限差分法ꎬ建立了用

于数值分析微轴承动力学特性的动态数学模型ꎬ提出了 Ｗｕ 新滑移模型下动态数学模型的建立方法ꎻ在 ＭＡＴＬＡＢ 软件平台上ꎬ对不

同轴承参数下气体滑移与微小间隙下微轴承刚性转子系统动力学特性及其稳定性的变化关系进行了数值分析ꎮ 研究结果表明:在
微小气膜间隙下ꎬ微轴承在连续模型下预估的轴承动力学特性系数值最大ꎬ一阶滑移模型次之ꎬＷｕ 新滑移模型最小ꎻ即在设计

ＭＥＭＳ 下的微轴承时应采用 Ｗｕ 新滑移模型分析该类问题ꎮ
关键词:微轴承ꎻ气体滑移ꎻ动力学特性ꎻＭＡＴＬＡＢꎻ转子系统稳定性

中图分类号:ＴＨ１１３ꎻＴＨ１３３. ３　 　 　 　 文献标识码:Ａ 文章编号:１００１ － ４５５１(２０２０)０６ － ０６２８ － ０７

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｗｉｔｈ ＭＡＴＬＡＢ

ＬＡＮ Ｚｈｅｎｇ￣ｙｉ１ꎬ ＷＵ Ｌｉｎ１ꎬ ＬＶ Ｇａｎｇ￣ｌｅｉ２

(１. Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０１４１８ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ
２. Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ ４５００６４ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ａｉｍｉｎｇ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｇａｓ ｓｌｉｐ ｏｎ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒｉｎｇ ｏｆ ｍｉｃｒｏ￣ｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ (ＭＥＭＳ)
ｃａｎ ｎｏｔ ｂｅ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍｏｄｅｌꎬ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｓｌｉｐ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ
ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｂｙ Ｗｕ ｎｅｗ ｓｌｉｐ ｍｏｄｅｌ(ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｈａｄ ａ ｈｉｇｈ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ａｎｙ Ｋｎｕｔｓｏｎ ｎｕｍｂｅｒ).
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄꎬ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒ￣
ｉｎｇｓ ｗａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｍｅｎｔ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ Ｗｕ ｎｅｗ ｓｌｉｐ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ. Ｏｎ
ｔｈｅ ＭＡＴＬＡＢ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｐｌａｔｆｏｒｍꎬ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒｉｎｇ ｒｉｇｉｄ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｅａｒｉｎｇ ｐａ￣
ｒａｍｅｔｅｒｓ ｗａｓ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ａｎａｌｙｚｅｄ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｓｍａｌｌ ｆｉｌｍ ｃｌｅａｒａｎｃｅꎬ ｍａｘｉｍｕｍ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｃｏ￣
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒｉｎｇｓ ｉｓ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍｏｄｅｌꎬ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｓｌｉｐ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｆｏｌｌｏｗｅｄꎬ Ｗｕ ｎｅｗ ｓｌｉｐ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｍｉｎｉｍｕｍ. Ｓｏ
ｔｈｅｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ａｎａｌｙｚｅｄ ｂｙ Ｗｕ ｎｅｗ ｓｌｉｐ ｍｏｄｅｌ ｗｈｅｎ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒｉｎｇｓ ｕｎｄｅｒ ＭＥＭＳ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒｉｎｇꎻ ｇａｓ ｓｌｉｐꎻ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓꎻ ＭＡＴＬＡＢꎻ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

０　 引　 言

目前ꎬ微机电系统下微轴承—转子系统稳定性的

判断分析ꎬ主要是结合微轴承的动力学特性系数进行

分析而获得ꎬ但大部分的动力学特性参数计算是在基

于不考虑气体滑移的连续模型下获得的[１￣２]ꎮ
然而随着微机电系统尺寸的不断微型化ꎬ其关键

支撑部件轴承间的润滑气膜将会变得极薄ꎬ气体将会

处于稀薄状态ꎬ其间的气体将会在固壁表面发生滑移ꎬ
此时若采用不考虑滑移影响的传统连续模型分析轴承



转子系统的动力学特性ꎬ将影响其准确性ꎮ 因此ꎬ需考

虑滑移效应下提出的修正模型对其进行动力学特性分

析[３￣４]ꎮ 文献[５]指出了当轴承最小气膜间隙处的克

努森数 Ｋｎ 值处于气流过渡流动区域(０. １ < Ｋｎ < １０)
时ꎬ传统一阶滑移模型[６] 过高估计了微轴承的动力学

特性系数ꎬ需考虑新滑移模型[７] 来进一步研究气体滑

移对微轴承动力学特性的影响ꎮ
针对以上问题ꎬ以 ＭＥＭＳ 下的微轴承为研究对

象ꎬ本文推导考虑一阶滑移修正及 Ｗｕ 新滑移修正的

动力学雷诺方程ꎬ采用 ＭＡＴＬＡＢ 编程软件编制不同模

型下用于数值计算动力学雷诺方程的程序ꎬ比较不同

轴承数、偏心率、轴颈扰动频率下连续模型、一阶滑移

模型和 Ｗｕ 新滑移模型的动力学特性系数ꎬ进而分析

研究气体滑移对微轴承动力学特性的影响规律ꎻ在此

数值计算基础上ꎬ对比分析微轴承刚性转子系统在连

续模型、一阶滑移模型和 Ｗｕ 新滑移模型下的稳定性ꎮ

１　 滑移修正下的动力学方程

１. １　 微轴承的滑移修正雷诺方程

微动压气体轴承ꎬ依靠轴承与轴套之间充入的黏

性气体ꎬ形成楔形间隙而发生相对运动ꎬ从而自动产生

气膜压力ꎬ实现轴承转子的动压悬浮ꎮ
微轴承动压作用示意图如图 １ 所示ꎮ

图 １　 微轴承动压作用示意图

ω—角速度ꎻｅ—偏心距ꎻｈ—轴承间隙

在定常、等温条件下ꎬ传统连续、一阶滑移及 Ｗｕ
新滑移修正模型下的润滑 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程的无量纲形

式为:
∂
∂φ ＰＨ３(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２

ｎ０)
∂Ｐ
∂φ( ) ＋

∂
∂λ ＰＨ３(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２

ｎ０)
∂Ｐ
∂λ( ) ＝

Λ ∂(ＰＨ)
∂φ ＋ ２Λ ∂(ＰＨ)

∂τ (１)

式中:Ｐ— 气膜压力ꎻτ— 时间ꎻφ— 周向角度ꎬφ ＝ ｘ / Ｒꎻ
λ— 轴向坐标ꎬλ ＝ ｚ / ＲꎻＨ— 气膜厚度ꎬＨ ＝ ｈ / ｈｍ ＝ １ ＋
εｃｏｓφꎻε—轴承偏心率ꎻΛ—轴承数ꎬΛ ＝ ６μωＲ２ / (ｐａｈ２

ｍ)ꎻ
μ— 气体黏度ꎮ

为方便计算ꎬ笔者将 ３ 种模型的系数做归纳处理ꎮ
模型系数如表 １ 所示ꎮ

表 １　 模型系数

系数
模型

连续模型 一阶滑移模型 Ｗｕ 新滑移模型

ｂｓ ０ (２ － α) / α ２(３ － αｆ２)
３α － １ － ｆ２

Ｋｎ０

ｃｓ ０ ０ ｆ４
４ ＋ １ － ｆ２

２Ｋ２
ｎ０

　 　 Ｋｎ０—参考克努森数ꎬＫｎ０ ＝ Ｃ１ / ｐｈ ＝ Ｃ１ / (ｐａｈｍＰＨ)ꎻＣ１—最

小气膜间隙ꎬＣ１ ＝ ６. ８ × １０ －３ꎻα— 协调系数ꎻｆ— 取值函数ꎬｆ ＝
ｍｉｎ[１ / Ｋｎ０ꎬ１]

１. ２　 滑移修正下的静、动态雷诺方程

结合式(１)、表１ 可得到在小扰动工况下修正的静

态雷诺方程ꎬ及关于 ＰＥ 和 ＰΘ 的修正偏微分动态雷诺

方程ꎮ
修正的静态雷诺方程为:

∂
∂ϖ Ｐ０Ｈ３

０(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２
ｎ０)

∂Ｐ０

∂ϖ
æ
è
ç

ö
ø
÷＋

∂
∂λ Ｐ０Ｈ３

０(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２
ｎ０)

∂Ｐ０

∂λ
æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝ Λ

∂(Ｐ０Ｈ０)
∂ϖ

(２)
静态气膜厚度为:

Ｈ０ ＝ １ ＋ εｃｏｓφ (３)
无量纲静态求解边界条件为:

Ｐ０ φꎬ ± Ｂ
２( ) ＝ １ (４)

关于 ＰＥ 修正后的动态雷诺方程为:
∂
∂φ(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２

ｎ０) ×

ＰＥＨ３
０
∂Ｐ０

∂φ ＋ ３Ｐ０Ｈ２
０ＨＥ

∂Ｐ０

∂φ ＋ Ｐ０Ｈ３
０
∂ＰＥ

∂φ
æ
è
ç

ö
ø
÷＋

∂
∂λ(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２

ｎ０) ×

ＰＥＨ３
０
∂Ｐ０

∂λ ＋ ３Ｐ０Ｈ２
０ＨＥ

∂Ｐ０

∂λ ＋ Ｐ０Ｈ３
０
∂ＰＥ

∂λ
æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝

Λ ∂
∂φ(Ｈ０ＰＥ ＋ Ｐ０ＨＥ) ＋ ｉ２Λｆ(Ｈ０ＰＥ ＋ Ｐ０ＨＥ) (５)

相应的动态气膜厚度为:
ＨＥ ＝ ｃｏｓφ (６)
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相应的无量纲边界条件为:

ＰＥ φꎬ ± Ｂ
２( ) ＝ ０ (７)

关于 ＰΘ 修正后的动态雷诺方程为:
∂
∂φ(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２

ｎ０) ×

ＰΘＨ３
０
∂Ｐ０

∂φ ＋ ３Ｐ０Ｈ２
０ＨΘ

∂Ｐ０

∂φ ＋ Ｐ０Ｈ３
０
∂ＰΘ

∂φ
æ
è
ç

ö
ø
÷＋

∂
∂λ(１ ＋ ６ｂｓＫｎ０ ＋ １２ｃｓＫ２

ｎ０) ×

ＰΘＨ３
０
∂Ｐ０

∂λ ＋ ３Ｐ０Ｈ２
０ＨΘ

∂Ｐ０

∂λ ＋ Ｐ０Ｈ３
０
∂ＰΘ

∂λ
æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝

Λ ∂
∂φ(Ｈ０ＰΘ ＋ Ｐ０ＨΘ) ＋ ｉ２Λｆ(Ｈ０ＰΘ ＋ Ｐ０ＨΘ) (８)

相应的动态气膜厚度为:
ＨΘ ＝ ｓｉｎφ (９)

相应的无量纲边界条件为:
ＰΘ(φꎬ ± Ｂ / ２) ＝ ０ (１０)

１. ３　 动力学特性系数求解表达式

１. ３. １　 静态承载力、偏位角求解表达式

联立式(２ ~ ４)ꎬ基于 ＭＡＴＬＡＢ 编制静态雷诺方

程有限差分程序ꎬ迭代求解可得到静态气膜压力 Ｐ０ 分

布的数值解ꎬ从而得到轴承静态承载力 Ｗ 和轴颈偏位

角 θ 的求解表达式ꎬ即:
􀭺Ｗ ＝ Ｗ２

ｎ ＋ Ｗ２
ｔ

ｔａｎθ ＝
Ｗｔ

Ｗｎ

ì

î

í

ïï

ïï
ꎬ􀭺Ｗ ＝ Ｗ

ｐａＲ２ (１１)

Ｗｎ ＝ － ∫Ｂ / ２
－Ｂ / ２
∫２π
０

Ｐ０ － １)ｃｏｓφｄφｄλ

Ｗｔ ＝ － ∫Ｂ / ２
－Ｂ / ２
∫２π
０

(Ｐ０ － １)ｓｉｎφｄφｄλ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１２)

式中:Ｗｎ— 轴颈承载力在偏心方向的分量ꎻＷｔ— 轴颈

承载力在垂直偏心方向的分量ꎮ
１. ３. ２　 动态刚度系数和动态阻尼系数求解表达式

根据式(５ ~ １０)ꎬ基于 ＭＡＴＬＡＢ 编制动态雷诺方

程有限差分程序ꎬ通过迭代求解可得到微轴承的动态

气膜压力 ＰＥ 和 ＰΘꎬ从而可以得到滑移效应下ꎬ微轴承

的动特性系数求解表达式:

－ ∫
Ｂ
２

－Ｂ
２
∫２π
０

ＰＥｃｏｓφｄφｄλ ＝ Ｋｙε ＋ ｉｆＤｙε

－ ∫
Ｂ
２

－Ｂ
２
∫２π
０

ＰＥｓｉｎφｄφｄλ ＝ Ｋｘε ＋ ｉｆＤｘε

－ ∫
Ｂ
２

－Ｂ
２
∫２π
０

ＰΘｃｏｓφｄφｄλ ＝ Ｋｙθ ＋ ｉｆＤｙθ

－ ∫
Ｂ
２

－Ｂ
２
∫２π
０

ＰΘｓｉｎφｄφｄλ ＝ Ｋｘθ ＋ ｉｆＤｘθ (１３)

转换式(１３) 中的系数代入到直角坐标系中ꎬ可求

解直角坐标系下的动特性系数ꎬ即:
Ｋｘｘ

Ｋｘｙ

[ ] ＝
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｋｘε

Ｋｘθ

[ ]
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｋｙｘ

Ｋｙｙ

[ ] ＝
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｋｙε

Ｋｙθ

[ ]
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｄｘｘ

Ｄｘｙ

[ ] ＝
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｄｘε

Ｄｘθ

[ ]
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｄｙｘ

Ｄｙｙ

[ ] ＝
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｄｙε

Ｄｙθ

[ ]
ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

ｃｏｓθ０ － ｓｉｎθ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(１４)

２　 微轴承转子系统稳定分析方法

结合文献[８] 可知ꎬ该系统的力平衡运动方程为:
ｋξ ＝ ΔＦｘ ＝ Ｋｘｘｘ ＋ Ｋｘｙｙ ＋ Ｄｘｘ ｘ̇ ＋ Ｄｘｙ ｙ̇
ｋη ＝ ΔＦｙ ＝ Ｋｙｘｘ ＋ Ｋｙｙｙ ＋ Ｄｙｘ ｘ̇ ＋ Ｄｙｙ ｙ̇

{ (１５)

ｍｘ̈ ＋ ｋξ ＝ ０
ｍｙ̈ ＋ ｋη ＝ ０{ (１６)

式中:ｘꎬｙꎬｘ̇ꎬｙ̇ꎬｘ̈ꎬｙ̈— 轴承轴颈在某瞬态的位移、速度

和加速度ꎻξꎬη— 转子相对于轴承轴颈中心的位移ꎻ
ＫｘｘꎬＫｘｙꎬＫｙｘꎬＫｙｙꎬＤｘｘꎬＤｘｙꎬＤｙｘꎬＤｙｙ— 动特性系数ꎮ

将上述微分方程组合并ꎬ则该方程组的通解为:
(ｘꎬｙ) ＝ (ｘ０ꎬｙ０)ｅｓｔ (１７)

式中:ｓ— 为复频率ꎬｓ ＝ ｕ ＋ ｉｗ ｊꎻｕ— 复数的实部(阻
尼)ꎻω ｊ— 虚部(轴颈自然涡动频率)ꎮ

联立式(１５ ~ １７)ꎬ整理可得:
Ｋｘｘ ＋ Ｄｘｘｓ ＋ ｍｓ２ Ｋｘｙ ＋ Ｄｘｙｓ

Ｋｙｘ ＋ Ｄｙｘｓ Ｋｙｙ ＋ Ｄｙｙｓ ＋ ｍｓ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ０

ｙ０

[ ] ＝ ０

(１８)
由线性代数理论可知ꎬ式(１８) 有非零解的充要条

件是该方程组的系数行列式为 ０ꎬ即:
Ｋｘｘ ＋ Ｄｘｘｓ ＋ ｍｓ２ Ｋｘｙ ＋ Ｄｘｙｓ

Ｄｙｘ ＋ Ｄｙｘｓ Ｋｙｙ ＋ Ｄｙｙｓ ＋ ｍｓ２
＝ ０ (１９)

展开式(１９) 的２ 阶行列式ꎬ可得到微轴承—刚性

转子系统的特征方程式:
ａ４ ｓ４ ＋ ａ３ ｓ３ ＋ ａ２ ｓ２ ＋ ａ１ ｓ ＋ ａ０ ＝ ０ (２０)

ａ４ ＝ ｍ２

ａ３ ＝ ｍＤｘｘ ＋ ｍＤｙｙ

ａ２ ＝ ＤｘｘＤｙｙ ＋ ｍＫｘｘ ＋ ｍＫｙｙ － ＤｘｙＤｙｘ

ａ１ ＝ ＫｘｘＤｙｙ ＋ ＫｙｙＤｘｘ － ＫｘｙＤｙｘ － ＫｙｘＤｘｙ

ａ０ ＝ ＫｘｘＫｙｙ － ＫｘｙＫｙｘ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(２１)
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根据系统稳定性 Ｒｏｕｔｈ － Ｈｕｒｗｉｔｚ 判别准则[９] 可

知ꎬ只需要判断特征值 ｓ的解是否都有负实数部ꎬ就可以

判断轴承转子系统是否稳定ꎮ因此ꎬ通过计算式(２０) 中

的特征值ꎬ就可预估微轴承刚性转子系统的稳定性ꎮ

３　 数值仿真实验及结果分析

３. １　 数值仿真程序验证

针对如图 １ 所示的微轴承结构ꎬ微轴承设定最终

微小间隙下气膜收敛精度为 １０ －６ꎮ
数值仿真计算参数如表 ２ 所示ꎮ

表 ２　 数值仿真计算参数

名称 数值

轴承宽度 Ｂ / ｍｍ ０. ４
轴颈半径 Ｒ / ｍｍ ２. ０

最小气膜间隙 ｈｍ / ｍｍ ０. ００２
环境压力 Ｐ / Ｐａ １. ０ × １０５

气体动力粘度 μ / (Ｐａ􀅰ｓ) １. ８ × １０ －５

轴承数 Λ １. ７

　 　 为进行微轴承动力学特性的数值分析[１０]ꎬ本文采

用 ＭＡＴＡＬＢ 编程平台编制程序ꎬ进行微轴承动力学特

性的数值分析ꎮ
数值仿真流程图如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 数值仿真流程图

为验证本文用于微轴承动力学特性分析时程序的

正确性ꎬ基于如图 ２ 所示的数值仿真流程图ꎬ笔者采用

有限差分法进行数值计算ꎬ并将得到的结果与文献

[１１]的数值结果进行对比ꎮ
数值仿真程序验证图如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 数值仿真程序验证图

对比结果表明:本文程序得到的动特性系数与文

献中的数据几乎完全一样ꎻ使用该程序计算得到的动

力学特性系数与文献中的数据相对误差均在 ３％ 以

内ꎬ由此验证了本文程序的准确性ꎮ

３. ２　 静特性系数数值仿真结果分析

为分析微轴承的静态特性ꎬ笔者从微轴承静态雷

诺方程出发ꎬ对比分析最小膜厚度处微轴承在 ３ 种模

型下的静态气膜压力分布及轴承数(描述气体可压缩

性对动压效应影响程度的一个压缩系数ꎬ标量)、偏心

率(描述轴颈运转时的偏心程度ꎬ标量)分别对轴承的

静态承载力、偏位角的影响规律ꎮ
基于如表 ２ 所示的轴承结构参数ꎬ在 ϕ ＝ １８０°、偏

心率 ０. ６ 及轴承数为 １. ７ 时ꎬ３ 种模型下的气膜压力

分布图如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 ３ 种模型下的气膜压力分布图

对比 ３ 种模型下的气膜压力分布发现:在最小气

膜厚度处ꎬ３ 种模型得到的气膜压力差异明显ꎬ这是因

为在最小气膜厚度处ꎬ和气体滑移效应密切相关的流

体粘性剪切应力最强ꎬ致使在该区域的气流速度分布
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发生变化ꎬ进而使该区域的气压分布发生变化ꎻ同时ꎬ
可以得到连续模型预测的气膜压力最高ꎬ一阶滑移模

型次之ꎬＷｕ 新滑移模型预测的气膜压力最低ꎮ
为进一步分析微轴承的静态特性ꎬ笔者采用数值

分析方法ꎬ得到 ３ 种模型下承载力与偏心率、轴承数之

间的关系ꎬ如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 ３ 种模型下承载力与偏心率、轴承数之间的关系

从图 ５ 可以看出:在相同条件下ꎬ考虑气体滑移影

响时ꎬ随着偏心率、轴承数的变化ꎬ气体滑移影响下的

承载力明显下降ꎬ相比滑移模型预测的结果而言ꎬ连续

模型预测的承载力偏大ꎻ且随着偏心率、轴承数的增

大ꎬ各模型之间的承载力偏差在逐渐变大ꎬ这是因为偏

心率和轴承数的增大ꎬ直接导致了最小气膜处的间隙

变大ꎬ剪切应力增强ꎬ气体滑移效应变得显著ꎬ进而使

最小气膜间隙处的气膜压力降低ꎬ轴承的承载力下降ꎮ
但连续模型并没有考虑气体滑移的影响ꎬ所以预测得

到的承载力值相对较高ꎮ
综合上述的分析可知ꎬ连续模型预测的承载力偏

差最大、一阶滑移模型次之、Ｗｕ 新滑移模型最小ꎻ对
比一阶滑移模型和 Ｗｕ 新滑移模型预测的轴承气膜压

力可知ꎬ一阶滑移模型较高地预估了滑移效应下轴承

的承载力ꎮ
因此ꎬ在对滑移下微轴承的动力学特性分析时ꎬ需

考虑精度更高的 Ｗｕ 新滑移模型ꎮ

３. ３　 动态特性系数数值仿真结果分析

为分析气体滑移对微轴承动态特性的影响ꎬ笔者

按表 ２ 所示的轴承结构参数(气膜收敛精度为 １０ － ６)ꎬ
从微轴承动态雷诺方程出发ꎬ研究了气体滑移影响下

轴颈扰动频率、偏心率、轴承数与轴承动态刚度和动态

阻尼系数的变化关系ꎮ
３ 种模型下ꎬ动态特性系数与偏心率之间的关系

如图 ６ 所示ꎮ
从图 ６ 中可以看出:
(１)在相同条件下ꎬ考虑气体滑移的影响时ꎬ轴承的

图 ６　 ３ 种模型下动态特性系数与偏心率之间的关系

动态刚度系数ꎬ受偏心率的影响较大ꎬ轴承的动态阻尼系

数ꎬ几乎不受偏心率的影响ꎻ其中ꎬ当轴颈的扰动频率大

于 ２. ５ 时ꎬ动态主阻尼系数几乎不受偏心率的影响ꎻ
(２)在相同轴颈扰动频率下ꎬ大偏心率对应着大

的动态主刚度系数和主阻尼系数ꎬ且由于只有垂直方

向受外力作用ꎬ垂直方向上大偏心率对应的动态主刚

度系数 Ｋｙｙ、主阻尼系数 Ｄｙｙ相对小偏心率较大ꎮ
基于静特性数值分析计算结果ꎬ３ 种模型下动态

特性系数与轴承数之间的关系如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 ３ 种模型下动态特性系数与轴承数之间的关系
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从图 ７ 中可以看出:在相同条件下ꎬ考虑气体滑移

影响时ꎬ不同轴承数下的动态主刚度系数 Ｋｘｘ、Ｋｙｙ均随

轴颈扰动频率的增大而增大ꎬ主阻尼系数 Ｄｘｘ、Ｄｙｙ随轴

颈扰动频率的增大而减小ꎬ且气体滑移对阻尼系数的

影响也在逐渐减弱ꎻ大的轴承数对应着大的动态主刚

度系数、小的动态主阻尼系数ꎬ这主要是因为ꎬ大转速

意味着高气膜压力ꎬ会使相对应的轴承轴颈位置发生

变化ꎬ轴承的动态主刚度随着转速的增加而变大ꎬ相对

应的动态主阻尼系数随之变小ꎮ
由图(６ꎬ７)可知ꎬ在气体滑移影响下ꎬ不同轴承

数、偏心率对应的动特性系数均有所下降ꎬ且 Ｗｕ 新滑

移模型计算的值远低于连续模型和一阶滑移模型ꎬ这

主要是因为气体滑移会使润滑气体的速度有所降低ꎬ
进而气膜压力降低ꎬ从而导致轴承动特性系数减小ꎮ

４　 微轴承转子系统稳定性分析

在偏心率为 ０. ６、轴承数为 １. ７ 时ꎬ结合 ３ 种模型

下的动特性系数与轴承转子系统稳定性判别理论ꎬ可
求得各扰动频率下特征值对应的所有子行列式的值ꎬ
判断在该扰动频率下是否满足稳定性条件ꎬ为轴承稳

定性设计提供理论依据ꎮ
在相应扰动频率下ꎬ３ 种模型各子阶行列式的值

如表 ３ 所示ꎮ

表 ３　 在相应扰动频率下 ３ 种模型各子阶行列式的值

轴颈扰动频率

ｆ / ｋＨｚ

Δ１
连续

模型

一阶滑移

模型

Ｗｕ 滑移

模型

Δ２
连续

模型

一阶滑移

模型

Ｗｕ 滑移

模型

Δ３
连续

模型

一阶滑移

模型

Ｗｕ 滑移

模型

Δ４
连续

模型

一阶滑移

模型

Ｗｕ 滑移

模型

０. ５０ ２６. １３ ２０. ７１ １９. ７０ ６１３. ４ ３２７. ９ ２４６. ７ ３０７. ０ １４４. ４ １０１. ７ １. ９９ ０. ９４ ０. ６６
１. ００ ４３. ２１ ３４. １４ ３１. ２１ ４６６. ６ ２７５. ４ ２１７. １ ２０４. ９ １０５. ６ ７８. ４ １. ３３ ０. ６９ ０. ５１
１. ５０ ３３. ３６ ２６. ０６ ２３. ３９ １４９. ３ ９３. ８５ ７３. ５９ ３８. ０ ２１. ０８ １５. １ ０. ２５ ０. １４ ０. １０
２. ００ ２３. ６３ １９. ３７ １７. ５４ ５６. ４ ４０. ８０ ３３. ３２ ７. ６４ ５. ２９ ３. ９ ０. ０５ ０. ０３ ０. ０３
２. ５０ １７. ５２ １４. ５９ １３. ４３ ２８. ８ ２１. ４３ １８. ３６ ２. １１ １. ５７ １. ２３ ０. ０１ ０. ０１ ０. ０１
３. ００ １３. ３９ １０. ９６ １０. ３５ １７. ５ １２. ５２ １１. ３５ ０. ７０ ０. ４８ ０. ４１ ０. ００５ ０. ００２ ０. ００１
３. ５０ １０. ６３ ８. ９８ ８. ５０ １２. ２ ９. １２ ８. ３３ ０. ２８ ０. ２２ ０. １９ ０. ００３ ０. ００１ ０. ００１
４. ００ ８. ７８ ７. ４７ ７. １３ ９. ４ ７. ０４ ６. ５３ ０. １４ ０. １１ ０. １０ ０. ００３ ０. ００１ ０. ００１

　 　 从表 ３ 可知ꎬ３ 种模型在各扰动频率下的各子行

列式的值都为正数ꎬ且 Ｗｕ 新滑移模型计算的值相比

连续模型、一阶滑移模型低ꎻ即在轴承数为 １. ７ 的情况

下ꎬ微轴承刚性转子在相应扰动频率范围内是稳定的ꎬ
且连续模型较高地估计了转子系统的稳定性ꎮ

５　 结束语

针对微机电系统下传统连续模型无法准确描述气

体滑移对微轴承动力学特性影响规律的问题ꎬ笔者推

导了考虑一阶滑移修正及 Ｗｕ 新滑移修正的动力学雷

诺方程ꎬ比较了不同轴承数、偏心率、轴颈扰动频率下

连续模型、一阶滑移模型和 Ｗｕ 新滑移模型的动力学

特性系数ꎬ进而研究了气体滑移对微轴承动力学特性

的影响规律ꎻ在此数值计算基础上ꎬ笔者对比分析了微

轴承刚性转子系统在连续模型、一阶滑移模型和 Ｗｕ
新滑移模型下的稳定性ꎮ

研究结果可知ꎬ气体滑移下轴承的动力学特性与

轴承的轴承数、偏心率及轴颈扰动频率密切相关ꎬ在微

小气膜间隙、高转速工况下ꎬ不考虑气体滑移影响的连

续模型较高地估计了轴承刚性转子系统的稳定性ꎬ且
Ｗｕ 滑移模型下得到的值最小ꎮ

综上所述ꎬ结合物理理论依据和微小间隙下气体

滑移的影响ꎬ在设计微机电系统下的微轴承时ꎬ为得到

气体滑移下更准确的轴承设计参数ꎬ应使用 Ｗｕ 新滑

移模型对传统连续模型下的动力学雷诺方程进行滑移

修正ꎮ
为计算方便ꎬ笔者使用的 ＭＥＭＳ 下的微轴承结构

较为简单ꎮ 在今后的研究中ꎬ笔者将会引入更复杂的

微轴承结构ꎬ来验证分析该理论的适用性ꎻ同时ꎬ考虑

使用数值仿真与试验相结合的方法ꎬ笔者在不同的算

例条件下ꎬ分析气体滑移对微轴承动力学特性的影响ꎬ
为设计更优的 ＭＥＭＳ 下微轴承提供帮助ꎮ

参考文献(Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ):

[１]　 ＣＺＯＬＣＺＹＮＳＫＩꎬ ＫＲＺＹＳＺＴＯＦ. Ｒｏｔｏｒｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｇａｓ￣ｌｕｂｒｉ￣
ｃａｔｅｄ ｊｏｕｒｎａｌ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｍ]. Ｂｅｒｌｉｎ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ
＆ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｍｅｄｉａꎬ ２０１２.

[２]　 谢振宇ꎬ徐龙祥ꎬ李　 迎ꎬ等. 磁悬浮轴承转子系统的稳定

性及动态特性分析[ Ｊ]. 机械科学与技术ꎬ２００４ꎬ２３(７):
７６５￣７６７.

[３]　 ＺＨＡＮＧ Ｘ Ｑꎬ ＷＡＮＧ Ｘ Ｌꎬ ＺＨＡＮＧ Ｙ Ｙ. Ｎｏｎ￣ｌｉｎｅａｒ ｄｙ￣
ｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｌｔｒａ￣ｓｈｏｒｔ ｍｉｃｒｏ ｇａｓ ｊｏｕｒｎａｌ ｂｅａｒｉｎｇ￣
ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ[ Ｊ]. Ｎｏｎ￣

􀅰３３６􀅰第 ６ 期 兰正义ꎬ等:基于 ＭＡＴＬＡＢ 的微轴承动力学特性的数值分析



ｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ ２０１３ꎬ７３(１￣２):７５１￣７６５.
[４]　 ＫＵＭＡＲ Ｍ Ｐꎬ ＳＡＭＡＮＴＡ Ｐꎬ ＭＵＲＭＵ Ｎ Ｃ. Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ

ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｌｉｐ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ
ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｄｏｕｂｌｅ￣ｌａｙｅｒｅｄ ｐｏｒｏｕｓ ｏｉｌ ｊｏｕｒｎａｌ ｂｅａｒｉｎｇ [ Ｊ].
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓꎬ
Ｐａｒｔ Ｊ: Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙꎬ ２０１５ꎬ ２２９
(７):７７３￣７８４.

[５]　 宋国强ꎬ伍　 林. 基于滑移流模型的微型箔片轴承倾斜性

能研究[Ｊ]. 组合机床与自动化加工技术ꎬ２０１９(６):１２￣
１６.

[６]　 ＢＵＲＧＤＯＲＦＥＲ Ａ. Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｍｅａｎ ｆｒｅｅ
ｐａｔｈ ｏｎ ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｇａｓ ｌｕｂｒｉｃａｔｅｄ
ｂｅａｒｉｎｇｓ [ Ｊ]. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂａｓｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ １９５９ꎬ ８１

(１):９４￣９８.
[７]　 ＷＵ Ｌ. Ａ ｓｌｉｐ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｒａｒｅｆｉｅｄ ｇａｓ ｆｌｏｗｓ ａｔ ａｒｂｉｔｒａｒｙ Ｋｎｕｄ￣

ｓｅｎ ｎｕｍｂｅｒ[Ｊ]. Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓꎬ ２００８ꎬ９３(２５):
２５３１０３.

[８]　 池长青. 气体动静压轴承的动力学及热力学[Ｍ]. 北京:
北京航空航天大学出版社ꎬ２００８.

[９]　 刘秉正ꎬ彭建华. 非线性动力学[Ｍ]. 北京:高等教育出版

社ꎬ２００４.
[１０]　 梁　 诤ꎬ许　 勇ꎬ吕叶萍. 新型六自由度铆孔机器人刚度

特性研究[Ｊ]. 轻工机械ꎬ２０１９ꎬ３７(２):１１￣１６.
[１１]　 戚社苗ꎬ耿海鹏ꎬ虞　 烈. 动压气体轴承的动态刚度和动

态阻尼系数[Ｊ]. 机械工程学报ꎬ２００７ꎬ４３(５):９１￣９８.

[编辑:方越婷]

本文引用格式:

兰正义ꎬ伍　 林ꎬ吕刚磊. 基于 ＭＡＴＬＡＢ 的微轴承动力学特性的数值分析[Ｊ] . 机电工程ꎬ２０２０ꎬ３７(６):６２８ － ６３４.

ＬＡＮ Ｚｈｅｎｇ￣ｙｉꎬ ＷＵ Ｌｉｎꎬ ＬＶ Ｇａｎｇ￣ｌｅｉ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏ￣ｂｅａｒｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｗｉｔｈ ＭＡＴＬＡＢ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎ￣

ｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ ２０２０ꎬ３７(６):６２８ － ６３４. «机电工程»杂志:ｈｔｔｐ: / / ｗｗｗ. ｍｅｅｍ. ｃｏｍ. ｃｎ

(上接第 ６２０ 页)

参考文献(Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ):

[１]　 李兴丽. 车辆制动气室制动压力变化率计算方法的研究

与试验认证[Ｄ]. 武汉:武汉理工大学机电工程学院ꎬ
２０１９.

[２]　 齐志权ꎬ裴晓飞ꎬ马国成ꎬ等. 汽车液压制动系统轮缸压力

阶梯减压控制特性分析[ Ｊ]. 汽车工程ꎬ２０１４ꎬ３６(１):８８￣
９２.

[３]　 郜大伟. 汽车 ＥＳＰ 液压调节器建模与轮缸压力估计算法

的研究[Ｄ]. 长春:吉林大学汽车工程学院ꎬ２００９.
[４]　 徐　 哲ꎬ魏民祥ꎬ李玉芳. 线控液压制动系统轮缸压力变

化特性[Ｊ]. 交通运输工程学报ꎬ２０１３ꎬ１３(１):５５￣６１.
[５]　 ＢＡＲＴＬＥＴＴ Ｗ Ｄ. Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｅａｖｙ ｔｒｕｃｋ ｄｅｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

ｂａｓｅｄ ｏｎ ａｉｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｒｉｓｅ￣ｔｉｍｅ ａｎｄ ｂｒａｋｅ ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ[Ｒ].
ＵＳＡ:ＳＡＥ Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｐａｐｅｒꎬ２００４.

[６]　 王智深. 客车气压制动系统欠压补偿控制技术研究[Ｄ].
武汉:武汉理工大学机电工程学院ꎬ２０１２.

[７]　 覃　 涛. 客车气压制动系统时延分析及其控制技术研究

[Ｄ]. 武汉:武汉理工大学机电工程学院ꎬ２０１２.
[８]　 ＧＢ １２６７６ － ２０１４. 商用车辆和挂车制动系统技术要求及

试验方法[Ｓ]. 北京:中国标准出版社ꎬ２０１４.
[９]　 马翠贞. 基于电控液压制动系统的制动稳定性研究[Ｄ].

南京:南京航空航天大学能源与动力学院ꎬ２０１４.
[１０]　 刘　 威ꎬ祁宏钟ꎬ刘新田ꎬ等. 纯电动汽车串联式再生制

动控制策略建模与仿真[Ｊ]. 轻工机械ꎬ２０１９ꎬ３７(１):７６￣
７９ꎬ８２.

[１１]　 ＺＨＡＮＧ Ｊꎬ ＸＩＮ Ｌ Ｕꎬ ＷＡＮＧ Ｌꎬ ｅｔ ａｌ. Ａ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｈｅ
ｄｒｉｖａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｈｙｂｒｉｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｖｅｈｉｃｌｅ[Ｃ]. ＳＡＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｐｏｗｅｒｔｒａｉｎｓꎬ Ｆｕｅｌｓ ＆ Ｌｕｂｒｉｃａｎｔｓ ＣｏｎｇｒｅｓｓꎬＳｈａｎｇｈａｉ:ＳＡＥꎬ
２００８.

[编辑:方越婷]

􀅰４３６􀅰 机　 　 电　 　 工　 　 程 第 ３７ 卷




