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摘要:针对 ３￣ＰＲＳ 并联机构动力学惯量耦合特性的问题ꎬ在关节空间中建立了机构的动力学模型ꎬ对机构主动支链之间存在的惯量

耦合进行了研究ꎮ 首先ꎬ给出了机构的运动学模型ꎬ针对动平台广义位姿、速度、加速度存在耦合的问题ꎬ分别通过约束方程、一阶

影响系数矩阵、二阶影响系数矩阵ꎬ对其进行了解耦ꎬ并建立了各支链与动平台末端速度、加速度的映射关系ꎬ对机构运动学进行了

仿真验证ꎻ其次ꎬ采用虚功原理建立了机构的动力学模型ꎬ并进行了仿真验证ꎻ然后ꎬ建立了机构在关节空间的动力学模型ꎻ最后ꎬ在
机构的工作空间内ꎬ研究了惯量耦合特性评价指标随机构运动的分布规律ꎮ 研究结果表明:在机构的工作空间内ꎬ在一定程度上ꎬ
通过合理规划机构的运动范围ꎬ可以减小并联机构主动支链间的动力学惯量耦合强度ꎮ
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０　 引　 言

并联机构具有高刚度、高精度、良好的动态性能、
易于实现高速度等优点ꎬ在天线支撑、轮毂打磨、医疗

器械等方面得到了广泛应用[１￣５]ꎮ 并联机构是一个多

入多出非线性系统ꎬ目前ꎬ对其研究主要集中于运动

学、动力学等方面ꎮ 然而机构的驱动支链存在动力学

惯量耦合现象ꎬ这种现象在机构高速、高加速运动中更



加明显ꎬ严重影响了并联机构的动态性能[６]４４[７]６０４ꎮ 研

究并联机构的惯量耦合特性对提升机构的动态性能具

有重要意义ꎮ
由于并联机构耦合方面的研究主要集中于运动耦

合、刚柔耦合等ꎬ对于刚度大、高速运动的并联机构ꎬ惯
量耦合引起的动力学耦合现象更严重[８￣１０]ꎮ 文献[１１]
对 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机构提出了惯量耦合特性的分析方法ꎮ
文献[１２ꎬ１３]分析了 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机构惯量矩阵具有对

角占优及机构关节间具有惯量耦合的特性ꎮ 文献

[１４]研究了 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机构在关节空间中负载与电

机惯量配比关系ꎮ 文献[１５]提出了 ３￣ＰＲＳ 并联机构

惯量耦合特性的分析方法ꎬ但没有针对动平台位姿耦

合的关系进行解耦ꎮ 文献[１６]提出了 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机

构的耦合惯量特性评价指标ꎬ并给出了指标在工作空

间的分布规律ꎮ 文献[１７]针对 ＣｒｏｓｓⅣ并联机构ꎬ提出

了支链间耦合作用的等效惯量参数计算方法ꎮ
上述研究中缺乏统一描述惯量耦合特性的标度ꎮ

文献[７]６０５ 研究了 ２(３ＨＵＳ ＋ Ｓ)并联机构在关节空

间中的惯量耦合特性ꎬ并提出了降低主动支链间动力

学耦合强度的措施ꎻ文献[６]５０ 针对 ５ ＰＳＳ / ＵＰＵ 并联

机构提出了惯量耦合特性指标ꎬ并给出了指标在机构

工作空间中的分布规律ꎮ
笔者在已有研究的基础上ꎬ在充分考虑并联机构

惯量矩阵为对角优势阵、惯量耦合特性统一标度的情

况下ꎬ定义惯量耦合特性ꎻ首先ꎬ对 ３￣ＰＲＳ 并联机构进

行运动学分析ꎬ针对动平台广义位姿、速度、加速度存

在耦合的问题ꎬ进行解耦ꎻ采用虚功原理建立机构的动

力学模型ꎬ基于此ꎬ建立机构在关节空间的动力学模

型ꎬ最后对机构进行惯量耦合特性分析ꎮ

１　 ３￣ＰＲＳ 并联机构运动学分析

１. １　 ３￣ＰＲＳ 并联机构描述

３￣ＰＲＳ 并联机构结构简图如图 １ 所示ꎮ
该机构由静平台、动平台及 ３ 条相同支链构成ꎮ

每条支链按移动副—转动副—球面副的顺序依次连接

静平台与动平台ꎬ移动副处滑块的导轨垂直固定于静

平台ꎮ ３ 条支链限制了机构的运动特征ꎬ使动平台具

有 ３ 个自由度:两个转动、一个移动ꎮ
机构尺寸参数:静平台外接圆半径为 Ｒꎬ动平台外

接圆半径为 ｒꎬ从动件长度为 ｌꎮ

１. ２　 机构逆运动学建模

图 １ 中ꎬ笔者在静平台上建立静坐标系 Ｏ － ＸＹＺꎬ
原点位于平台几何中心ꎻＹ 轴沿 ＯＡ１ 方向并与之共线ꎬ

图 １　 ３￣ＰＲＳ 并联机构
Ｂｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)—包括沿导轨运动的移动副、连接滑块与

从动件的转动副ꎻＰｉ—球面副ꎻθｉ—导轨与从动件的夹角

Ｙ 轴与 ＯＡｉ 之间夹角为 αｉꎻＺ 轴垂直于静平台方向向

上ꎬ根据右手定则确定 Ｘ 轴ꎻＯＡｉ 垂直于对应的转动副

轴线ꎮ
动坐标系 Ｐ － ｘｙｚ 的建立过程与坐标系 Ｏ － ＸＹＺ

相同ꎬ其中:

αｉ ＝
２π( ｉ － １)

３ (１)

动平台绕 Ｏ － ＸＹＺ 的 Ｘ 轴、Ｙ 轴、Ｚ 轴分别转动角

度为 α、β、γꎬ则动平台相对静平台的旋转矩阵为:

Ｔ ＝
ｃβｃγ ｃγｓβｓα － ｃαｓγ ｓαｓγ ＋ ｃαｃγｓβ
ｃβｓγ ｃαｃγ ＋ ｓαｓβｓγ ｃαｓβｓγ － ｃγｓα
－ ｓβ ｃβｓγ ｃβｃα

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２)

式中:ｓαｉ—ｓｉｎαｉꎻｃαｉ—ｃｏｓαｉꎮ
由文献[１８]可得机构伴随运动为:

ｘ ＝ － ｒｃβｓγ
ｙ ＝ ｒ / ２(ｓαｓβｓγ ＋ ｃαｃγ － ｃβｃγ)
γ ＝ ａｒｃｔａｎ(ｓαｓβ / (ｃα ＋ ｃβ))

ì

î

í

ïï

ïï
(３)

联立式(１ ~ ３)ꎬ并根据杆长 ｌ 不变的条件ꎬ可得机

构的运动学逆解为:

ｈｉ ＝ ｐｉＺ － ｌ２ － (ｐｉＸ ＋ Ｒｓａｉ) ２ － (ｐｉＹ － Ｒｃαｉ) ２ (４)

式中:Ｐ ｉＸ—点 Ｐ ｉ 在静坐标系 Ｘ 轴坐标ꎻＰ ｉＹ—点 Ｐ ｉ 在

静坐标系 Ｙ 轴坐标ꎻＰ ｉＺ—点 Ｐ ｉ 在静坐标系 Ｚ 轴坐标ꎮ

１. ３　 移动副速度、加速度映射分析

动平台各球面副中心点 Ｐ ｉ 的速度为:
ｖｐｉ ＝ ｖ ＋ ｗ × ｐｉ ＝ ＪｐｉＶ (５)

式中:Ｖ—动平台速度ꎬＶ ＝ [ ｖＴｗＴ] ＴꎻＪｐｉ—球副速度与

􀅰６１８􀅰 机　 　 电　 　 工　 　 程 第 ３８ 卷



动平台速度的雅可比矩阵ꎬＪｐｉ ＝ [ Ｉ３ × ３ 　 － ｐｉ]ꎻｐｉ—ｐｉ

的斜对称矩阵ꎬ其他类推ꎮ
动平台各球面副中心点 Ｐ ｉ 的速度还可以表示为:

ｖｐｉ ＝ ｖｂｉｅ ＋ ｗ ｌｉ × ｌｉ (６)
式中:ｖｂｉ—移动副速度ꎻｗ ｌｉ—从动件角速度ꎮ

由式(５ꎬ６)可得移动副速度:
ｖｂｉ ＝ ＪｂｉＶ (７)

式中:Ｊｂｉ—移动副速度与动平台速度的雅可比矩阵ꎬ

Ｊｂｉ ＝
ｌＴｉ
ｌＴｉ ｅ

(ｐｉ × ｌｉ) Ｔ

ｌＴｉ ｅ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎮ

式(７)可改写成矩阵形式为:
ｖｂ ＝ ＪｂＶ (８)

由于动平台位姿存在耦合ꎬ需对其进行解耦ꎬ建立

Ｖ 与ｑ０
􀅰 ＝ [α􀅰 β􀅰 ｚ􀅰] Ｔ 的关系ꎮ 将式(３)中的 ｘ、ｙ、ｚ 对

α、β、ｚ 求偏导ꎬ可得:
ｖ ＝ Ｊｕ１ｑ０

􀅰 (９)

式 中: Ｊｕ１—ｖ 与 ｑ０
􀅰 之 间 的 雅 可 比 矩 阵ꎬ Ｊｕ１ ＝

ｄｘ
ｄα

ｄｘ
ｄβ ０

ｄｙ
ｄα

ｄｙ
ｄβ ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎮ

α、β、γ 对 α、β、ｚ 求偏导ꎬ即:
ｗ ＝ Ｊｕ２ｑ０

􀅰 (１０)

式中: Ｊｕ２—ｗ 与 ｑ０
􀅰 之 间 的 雅 可 比 矩 阵ꎬ Ｊｕ２ ＝

１ ０ ０
０ １ ０
ｄγ
ｄα

ｄγ
ｄβ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎮ

联立式(９ꎬ１０)可得:
Ｖ ＝ Ｊｕ ｑ０

􀅰 (１１)

式中:Ｊｕ—Ｖ 与ｑ０
􀅰之间的雅可比矩阵ꎬＪｕ ＝ ＪＴ

ｕ１ ＪＴ
ｕ２[ ]

Ｔꎮ
由式(８ꎬ１１)可得机构的解耦速度雅可比矩阵为:

ｖｂ ＝ Ｊ ｑ０
􀅰 ＝ ＪｂＪｕ ｑ０

􀅰 (１２)
为建立动平台加速度与移动副加速度之间的关

系[１９]ꎬ对式(５ꎬ６)求导ꎬ并两边左点乘 ｌＴｉ ꎬ即:
ｌＴｉ ａ ＋ ｌＴｉ ε × ｐｉ ＋ ｌＴｉ ｗ × (ｗ × ｐｉ) ＝
ｌＴｉ ａｂｉｅ ＋ ｌＴｉ εｌｉ × ｌｉ ＋ ｌＴｉ ｗ ｌｉ × (ｗ ｌｉ × ｌｉ) (１３)

式中:εｌｉ—从动件角加速度ꎮ
式(１３)可改写成:

ａｂｉ ＝ ＪｂｉＡ ＋ ＶＴＪｉＶ (１４)

其中:Ｊｉ ＝
１
ｌＴｉ ｅ

(ＪＴ
ｗｉ ｌ２ｉ Ｊｗｉ － Ｋ)ꎻＫ ＝

０３ × ３ ０３ × ３

０３ × ３ ｌ ｉ ｐｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎮ

对式(９)求导ꎬ可建立动平台加速度 ａ 与ｑ０
¨ 之间的

关系ꎬ即:
ａ ＝ Ｊｕ１ｑ０

¨ ＋ ｑ０
􀅰 ＴＨｕ１ｑ０

􀅰 (１５)
式中:Ｈｉｊ

ｕ１—矩阵 Ｈｕ１中第 ｉ 行第 ｊ 列元素ꎮ

其 中: Ｈｕ１ ＝ Ｈｕ１１ Ｈｕ１２ Ｈｕ１３[ ]Ｔꎻ Ｈｕ１ｉ ＝

ｄＪｉ１ｕ１
ｄα

ｄＪｉ２ｕ１
ｄα

ｄＪｉ３ｕ１
ｄα

ｄＪｉ１ｕ１
ｄβ

ｄＪｉ２ｕ１
ｄβ

ｄＪｉ３ｕ１
ｄβ

ｄＪｉ１ｕ１
ｄｚ

ｄＪｉ２ｕ１
ｄｚ

ｄＪｉ３ｕ１
ｄｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎮ

对式(１０)求导ꎬ可建立动平台加速度 ε 与ｑ０
¨ 之间

的关系ꎬ即:
ε ＝ Ｊｕ２ｑ０

¨ ＋ ｑ０
􀅰 ＴＨｕ２ｑ０

􀅰 (１６)
式中:Ｈｉｊ

ｕ２—Ｈｕ２中第 ｉ 行第 ｊ 列元素ꎮ
其 中: Ｈｕ２ ＝ Ｈｕ２１ Ｈｕ２２ Ｈｕ２３[ ]Ｔꎻ Ｈｕ２ｉ ＝

ｄＪｉ１
ｕ２

ｄα
ｄＪｉ２

ｕ２

ｄα
ｄＪｉ３

ｕ２

ｄα
ｄＪｉ１

ｕ２

ｄβ
ｄＪｉ２

ｕ２

ｄβ
ｄＪｉ３

ｕ２

ｄβ
ｄＪｉ１

ｕ２

ｄｚ
ｄＪｉ２

ｕ２

ｄｚ
ｄＪｉ３

ｕ２

ｄｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎮ

由式(１５ꎬ１６)可得:
Ａ ＝ Ｊｕ ｑ０

¨ ＋ ｑ０
􀅰 ＴＨｕ ｑ０

􀅰 (１７)

式中:Ｈｕ—二阶影响系数矩阵ꎬＨｕ ＝ ＨＴ
ｕ１ ＨＴ

ｕ２[ ]
Ｔꎮ

式(１４)可表示为:
ａｂｉ ＝ ＪｂｉＪｕ ｑ０

¨ ＋ Ｊｂｉｑ０
􀅰 ＴＨｕ ｑ０

􀅰 ＋ (Ｊｕ ｑ０
􀅰 ) ＴＪｉＪｕ ｑ０

􀅰

(１８)

１. ４　 从动件速度、加速度分析

１. ４. １　 从动件速度分析

为了建立从动件角速度与ｑ０
􀅰之间的关系ꎬ将式(６)

两边左叉乘 ｌｉ 得:

ｗ ｌｉ ＝
ｌｉ × (ｖｐｉ － ｖｂｉｅ)

ｌ２
＝ ＪｗｉＪｕ ｑ０

􀅰 (１９)

式中:Ｊｗｉ—从动件线速度与动平台速度的雅可比矩

阵ꎬＪｗｉ ＝
ｌｉＪｐｉ － ｌｉｅＪｂｉ

ｌ２
ꎮ

从动件质心处速度为:

ｖｌｉ ＝ ｗ ｌｉ ×
ｌｉ
２ ＋ ｅｖｂｉ ＝ ＪｌｉＪｕ ｑ０

􀅰 (２０)

式中:Ｊｌｉ—从动件质心处速度与动平台速度的雅可比

矩阵ꎬＪｌｉ ＝
Ｊｐｉ ＋ ｅＪｂｉ

２ ꎮ
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１. ４. ２　 从动件加速度分析

将式(５ꎬ６)求导ꎬ并左叉乘 ｌｉꎬ可得 εｌｉ与ｑ０
􀅰 之间的

关系为:
εｌｉ ＝ ＪｗｉＪｕ ｑ０

¨ ＋ (Ｊｗｉｑ０
􀅰 ＴＨｕ ＋ ＪεｌｉＪｕ)ｑ０

􀅰 (２１)

其中:Ｊεｌｉ ＝
ｌｉＪａｐｉ － ｌｉｅ(Ｊｕ ｑ０

􀅰)ＴＪｉ

ｌ２
ꎻＪａｐｉ ＝ － ０３ ×３ Ｊｕ２ｑ０

􀅰ｐｉ[ ]ꎮ

对式(２０)求导ꎬ可得:
ａｌｉ ＝ ＪｌｉＪｕ ｑ０

¨ ＋ (Ｊｌｉｑ０
􀅰 ＴＨｕ ＋ ＪａｌｉＪｕ)ｑ０

􀅰 (２２)
１. ５　 运动学仿真

验证机构运动学分析的正确性ꎬ需将仿真结果与

理论计算值进行对比[２０]ꎮ
机构尺寸参数如下:Ｒ ＝ ０. ０５５ ｍꎻｒ ＝ ０. ０３５ ３６ ｍꎻ

ｌ ＝ ０. ０４０ ｍꎮ
令动平台的中点轨迹如下式:

α ＝ πｔ
９０

β ＝ ０
ｚ ＝ ０. ０８４ ８４６ ＋ ０. ００５ｔ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ꎬｔ∈[０ꎬ３] (２３)

由式(４ꎬ７ꎬ１８)可得到机构 ３ 个滑块理论位移、速
度、加速度ꎬ如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 滑块理论位移、速度、加速度

　 　 笔者在运动学仿真软件 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ / ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ
工具箱中ꎬ建立机构的三维模型ꎬ得到机构 ３ 个滑块的

位移、速度、加速度ꎬ如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 滑块的仿真位移、速度、加速度

　 　 在图 ３(ｃ)中ꎬ初始时刻ꎬ滑块的加速度出现跳变ꎬ
这是由于动平台在式(２３)的初始位姿与机构初始位

姿不同造成的ꎮ 从图 ２ 和图 ３ 可看出:该结果验证了

机构运动学建模、动平台位姿(速度、加速度)解耦的

正确性ꎮ

２　 ３￣ＰＲＳ 并联机构动力学分析

２. １　 受力分析

在不考虑运动副存在摩擦力的情况下ꎬ笔者对各

个构件的受力进行分析ꎬ建立机构的动力学模型ꎮ
滑块受力为:

Ｆｈｉ ＝
ｅτｉ ＋ｍｂｇ －ｍｂｅａｂｉ

０３ × ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (２４)

式中:τｉ—驱动力ꎻｍｂ—滑块质量ꎻｇ—重力加速度向量ꎮ
从动件受力为:

Ｆｌｉ ＝
ｍｌｇ －ｍｌａｌｉ

－ Ｉｌｉεｌｉ － ｗ ｌｉ × (Ｉｌｉｗ ｌｉ)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (２５)

式中:ｍｌ—从动件质量ꎻＩｌｉ—从动件在静坐标系的惯量

矩阵ꎮ
动平台受力为:

Ｆｐ ＝
ｆｅ ＋ｍｐｇ －ｍｐａ

ｎｅ － Ｉｐε － (Ｊｕ２ｑ０
􀅰 ) × (Ｉｐ(Ｊｕ２ｑ０

􀅰 ))
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(２６)
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式中:ｆｅ—外力ꎻｎｅ—外力矩ꎻｍｐ—动平台质量ꎻＩｐ—动

平台在静坐标系的惯量矩阵ꎮ

２. ２　 ３￣ＰＲＳ 并联机构整体动力学建模

对于 ３￣ＰＲＳ 并联机构而言ꎬ主动力为各杆件的惯

性力(矩)、重力、驱动力、外力(矩)ꎮ 根据虚功原理ꎬ
机构主动力做的虚功之和为零ꎬ即:

Ｗｈ ＋Ｗｌ ＋Ｗｐ ＋Ｗｆ ＝ ０ (２７)
式中:Ｗｈ—滑块主动力所做虚功ꎻＷｌ—从动件主动力

所做虚功ꎻＷｐ—动平台主动力所做虚功ꎻＷｆ—外力

(矩)所做虚功ꎮ
由式(２４ ~ ２７)可得机构的动力学方程:

Ｍ ｑ０
¨ ＋ Ｃ ｑ０

􀅰 ＋ Ｇ ＝ ＪＴτ (２８)
式中:Ｍ—惯量矩阵项ꎻＣ—向心力及科氏力项ꎻＧ—重

力项ꎮ

２. ３　 动力学数值算例

２. ３. １　 并联机构的参数定义

机构的静平台、动平台及从动件的尺寸参数值同

１. ５ 部分ꎬ并联结构的其他参数值如表 １ 所示ꎮ
表 １　 结构参数

参数 数值

ｍｐ / ｋｇ ０. ０８５ ００２ ４９

ｍｌ / ｋｇ ０. ００２ ７０５ ００

ｍｂ / ｋｇ ０. ０００ ９７３ ８０

ＩＰ / ｋｇ􀅰ｍ２ ｄｉａｇ(０. ０００ ０２８ ３８ꎬ０. ０００ ０２８ ３８ꎬ０. ０００ ０５３ １４)

Ｉｌｉ / ｋｇ􀅰ｍ２ ｄｉａｇ(０. ０００ ００１ １４５ꎬ０. ０００ ００１ １４５ꎬ０. ０００ ０００ ０１)

２. ３. ２　 算例计算

在不考虑动平台受到外力(矩)扰动的情况下ꎬ此
处令动平台的位姿变化轨迹为:

α ＝ ０
β ＝ ０

ｚ ＝ ０. ０８４ ８４６ ＋ ０. ００５ｔ３

ì

î

í

ïï

ïï
ꎬｔ∈[０ꎬ３] (２９)

３ 个支链的理论驱动力及仿真驱动力如图 ４
所示ꎮ

图 ４　 支链的理论驱动力及仿真驱动力

　 　 从图 ４ 可知:理论驱动力、仿真驱动力曲线完全吻

合ꎬ验证了动力学建模的正确性ꎮ

３　 ３￣ＰＲＳ 并联机构惯量耦合特性分析

３. １　 关节空间动力学模型的建立

根据机构在广义坐标和关节空间坐标下动能相等

的原理ꎬ可得:
１
２ ｑ０

􀅰 ＴＭ ｑ０
􀅰 ＝ １

２ ｖＴｂＭｇｖｂ (３０)

式中:Ｍｇ—关节空间下的惯量矩阵ꎮ
当机构在运动过程无奇异情况时:

Ｍｇ ＝ (Ｊ － １) ＴＭＪ － １ (３１)
对式(１２)求导可得:

ｑ０
¨ ＝ Ｊ － １ａｂ － Ｊ － １Ｈｖｂ (３２)

其 中: Ｈ ＝ Ｊｂ ( Ｊ ｑ０
􀅰 ) Ｔ ( Ｊ － １ ) Ｔ ｑ０

􀅰 ＴＨｕＪ － １ ＋

(Ｊｕ ｑ０
􀅰 ) ＴＪ１Ｊｕ

(Ｊｕ ｑ０
􀅰 ) ＴＪ２Ｊｕ

(Ｊｕ ｑ０
􀅰 ) ＴＪ３Ｊｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｊ － １ꎮ

则并联机构在关节空间坐标的动力学方程为:
Ｍｇａｂ ＋ Ｃｇｖｂ ＋ Ｇｇ ＝ τ (３３)

式中:Ｃｇ—关节空间下的向心力及科氏力项ꎬＣｇ ＝
(Ｊ － １) Ｔ( － ＭＪ － １ Ｈ ＋ ＣＪ － １)ꎻＧｇ—关节空间下的重力

项ꎬＧｇ ＝ (Ｊ － １) ＴＧꎮ

３. ２　 惯量耦合特性评价指标

由式(３３)可知ꎬ各通道的力和运动矢量存在着复

杂的耦合关系ꎬ即一个输入影响多个输出ꎬ同时一个输

出受多个输入的影响ꎮ
则本研究将评价指标值定义在(０ꎬ１)之间ꎬ这便

于直接反应机构惯量耦合强度ꎻ指标值越大ꎬ耦合越

大ꎬ反之越小ꎮ
此处定义惯量耦合特性 ＩＣＩｉ 为:
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ＩＣＩｉ ＝ １ － １
ｅδｉ

δｉ ＝
∑

３

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
｜ Ｍｇ( ｉꎬｊ) ｜

｜ Ｍｇ( ｉꎬｉ) ｜

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３４)

且需满足下式的条件:

Ｍｉ ＝ ｜ Ｍｇ( ｉꎬｉ) ｜ － ∑
３

ｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ
｜ Ｍｇ( ｉꎬｊ) ｜ > ０ (３５)

同时ꎬ需求雅可比矩阵行列式值来判断机构是否

存在奇异位姿ꎮ

３. ３　 仿真实验及结果分析

根据惯量耦合特性评价指标ꎬ笔者对 ３￣ＰＲＳ 并联

机构耦合特性进行数值仿真分析ꎮ 根据机构的各条件

约束及其可工作空间ꎬ选取机构位姿运动范围为:α∈
[ － １０°ꎬ １０°]、 β ∈ [ － １０°ꎬ １０°]、 ｚ ∈ [ － ２４ ｍｍꎬ
２４ ｍｍ]ꎮ

当 α ＝ ０ꎬβ ＝ ０ 时ꎬ动平台沿 Ｚ 轴在运动范围移动

时ꎬ０. ０２５ < Ｍｉ < ０. ０３３ꎬ ｜ Ｊ ｜ ＝ ０. ００３ ２４ꎬ满足式(３１ꎬ
３５)的条件ꎬ惯量耦合特性随 ｚ 方向的分布规律如图 ５
所示ꎮ

图 ５　 惯量耦合特性随 ｚ 方向分布规律

图 ５ 中:３ 个支链的惯量耦合特性强度随 ｚ 变化一

致ꎬ且变化范围较大ꎻ随着 ｚ 值的增大ꎬ惯量耦合强度

先减小后增大ꎻ在 － ７. ２ ｍｍ 处ꎬ惯量耦合强度最小ꎻ各
ＩＣＩ 最小值分别为:ＩＣＩ１ ＝ ９. ９６４ × １０ － ４ꎻＩＣＩ２ ＝ １. ００５ ×
１０ － ３ꎻＩＣＩ３ ＝ １. ００４ × １０ － ３ꎻ在 ｚ 轴运动范围最大数值

处ꎬ支链间的惯量耦合强度最大ꎮ
当 β ＝０ꎬ动平台中心点 ｚ 值处于初始状态时ꎬ动平台

绕 Ｏ － ＸＹＺ 转动时ꎬ０. ０３１ <Ｍｉ <０. ０３３ꎬ０. ００３ ２ < ｜ Ｊ ｜ <
０. ００３ ４ꎬ满足式(３１ꎬ３５)的条件ꎬ惯量耦合特性随 α 方

向分布规律如图 ６ 所示ꎮ
图 ６ 中:支链 ２、３ 的耦合惯量随 α 的变化一致ꎬ且

变化范围较小ꎻ支链 １ 的耦合惯量随着 α 数值增大先

小后增大且变化范围较大ꎮ

图 ６　 惯量耦合特性随 α 方向分布规律

当 α ＝０ꎬ动平台中心点 ｚ 值处于初始状态时ꎬ动平

台绕 Ｏ － ＸＹＺ 转动时ꎬ０. ０３１ < Ｍｉ < ０. ０３３ꎬ０. ００３ ２ <
｜ Ｊ ｜ < ０. ００３ ４ꎬ满足式(３１ꎬ３５)的条件ꎬ惯量耦合特性

随 β 方向的分布规律如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 惯量耦合特性随 β 方向分布规律

图 ７ 中:支链 ２、３ 的耦合惯量随 β 的变化相反ꎬ这
是因为支链 ２、３ 关于 Ｙ 轴对称ꎬ且耦合惯量变化范围

较大ꎻ支链 １ 的耦合惯量随着 α 数值增大先小后增大

且变化范围较小ꎮ

４　 结束语

针对动平台广义位姿、速度、速度存在耦合的问

题ꎬ笔者通过机构约束方程、影响系数矩阵对其进行了

解耦ꎬ建立了支链与动平台末端的映射关系ꎬ验证了解

耦及解耦后运动学模型的正确性ꎻ基于虚功原理ꎬ笔者

建立了 ３￣ＰＲＳ 并联机构的动力学模型ꎬ通过仿真软件

验证了模型的正确性ꎻ在关节空间中建立了机构的动

力学模型ꎬ分析了机构支链间的惯量耦合特性ꎮ
研究结果表明:在并联机构可工作空间内ꎬ通过合

理规划机构各个参数的运动范围ꎬ可在一定程度上减

小主动支链间的耦合惯量ꎬ来提高并联机构的动态性

能ꎬ但是不能从根本上消除ꎮ
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在以后研究中ꎬ笔者将会基于并联机构惯量耦合

特性的特点ꎬ将其应用于并联机构的具体设计研究

当中ꎮ

参考文献(Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ):

[１]　 荣　 誉ꎬ刘双勇ꎬ王洪斌ꎬ等. 轮毂打磨 ５￣ＤＯＦ 机械臂动

力学建模与驱动参数预估[ Ｊ]. 中国机械工程ꎬ２０１８ꎬ２９
(４):４４９￣４５６.

[２]　 许允斗ꎬ仝少帅ꎬ王　 贝ꎬ等. ２ＲＰＵ￣ＵＰＲ 并联机构在天线

支撑中的应用[ Ｊ]. 中国机械工程ꎬ２０１９ꎬ３０(１４):１７４８￣
１７５５.

[３]　 ＣＨＯＮＧ Ｚꎬ ＸＩＥ Ｆꎬ ＬＩＵ Ｘꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｆｏｒ ａ ｈｙｂｒｉｄ ｍｏｂｉｌｅ ｒｏｂｏｔ ｉｎ ｗｉｎｄ ｔｕｒｂｉｎｅ ｂｌａｄｅｓ
ｐｏｌｉｓｈｉｎｇ[Ｊ]. Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ Ｍａｎｕ￣
ｆａｃｔｕｒｉｎｇꎬ２０１９ꎬ６１(２):１￣９.

[４]　 窦玉超ꎬ侯荣伟ꎬ邓云蛟ꎬ等. ３￣ＲＳＲ 构型天线并联机构设

计与仿真分析[Ｊ]. 机械制造ꎬ２０１９ꎬ５７(８):４９￣５３ꎬ６８.
[５]　 贾俊国ꎬ王　 俊ꎬ温华锋ꎬ等. 基于 ３￣ＲＳＲ 并联机构的电动

汽车大功率充电弓研究 [ Ｊ]. 机电工程技术ꎬ２０２０ꎬ４９
(１):９６￣９９.

[６]　 李研彪ꎬ郑　 航ꎬ孙　 鹏ꎬ等. 考虑关节摩擦的 ５￣ＰＳＳ / ＵＰＵ
并联机构动力学建模及耦合特性分析[ Ｊ]. 机械工程学

报ꎬ２０１９ꎬ５５(３):４３￣５２.
[７]　 山显雷ꎬ程　 刚. 高速运动下并联机器人主动支链的动力

学耦合特性[Ｊ]. 机器人ꎬ２０１７ꎬ３９(５):６０３￣６０７.
[８]　 ＬＩＵ Ｘꎬ ＺＨＡＯ Ｔꎬ ＬＵＯ Ｅꎬ ｅｔ ａｌ. Ｃｏｕｐｌｉｎｇ ３￣ＰＳＲ / ＰＳＵ ５￣

ａｘｉｓｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｆｏｒ ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｐｌａｔｆｏｒｍ ａｎｄ ｉｔｓ
ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｊ]. Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓꎬ Ｐａｒｔ Ｃ: Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ２０１３ꎬ２２７(７):１６１９￣１６２９.

[９]　 ＺＨＡＮＧ Ｘꎬ ＭＩＬＬＳ Ｊꎬ ＣＬＥＧＨＯＲＮ Ｗ. Ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒ￣
ｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ ｍｏｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ３￣
ＰＲＲ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｌｉｎｋｓ[Ｊ]. Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ
Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ２００９ꎬ２１(２):１６７￣１９２.

[１０]　 ＧＡＯ Ｇꎬ ＷＥＮ Ｊꎬ ＬＩＵ Ｘꎬ ｅｔ ａｌ. Ｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓ ｓｍｏｏｔｈ ｓｌｉｄ￣
ｉｎｇ ｍｏｄｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｏｕｐｌｉｎｇ
ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｊ]. Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｒｏｂｏｔｉｃ
Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ２０１３ꎬ１０(１７３):１￣１０.

[１１]　 何景峰ꎬ叶正茂ꎬ姜洪洲ꎬ等. 基于关节空间模型的并联

机器人耦合性分析[ Ｊ]. 机械工程学报ꎬ２００６ꎬ４２(６):
１６１￣１６５.

[１２]　 ＯＧＢＯＢＥ Ｐꎬ ＪＡＮＧ Ｈꎬ ＨＥ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｕｐｌｉｎｇ
ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ６ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｕｓｉｎｇ ｊｏｉｎｔ ｓｐａｃｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｍａｓｓ ｍａｔｒｉｘ[Ｃ]. Ｔｈｅ
２ｎｄ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｎ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ. Ｃｈａｎｇｓｈａ:[ｓ. ｎ]ꎬ２００９.

[１３]　 姚　 郁ꎬ傅绍文ꎬ韩　 蕾. Ｓｔｅｗａｒｔ 平台关节空间惯性矩阵

块对角占优分析与判别[ Ｊ]. 机械工程学报ꎬ２００８ꎬ４４
(６):１０１￣１０６.

[１４]　 ＳＨＡＯ ＺꎬＴＡＮＧ ＸꎬＣＨＥＮ Ｘꎬｅｔ ａｌ. Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｉａ
ｍａｔｃｈｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅｗａｒｔ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ[ Ｊ]. Ｒｏｂｏｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇꎬ２０１２ꎬ２８(６):
６４９￣６５９.

[１５]　 王　 冬ꎬ吴　 军ꎬ王立平ꎬ等. ３￣ＰＲＳ 并联机器人惯量耦

合特性研究[Ｊ]. 力学学报ꎬ２０１６ꎬ４８(４):８０４￣８１２.
[１６]　 ＬＩＵ ＺꎬＴＡＮＧ Ｘꎬ ＳＨＡＯ Ｚꎬｅｔ ａｌ. Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅｗａｒｔ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｉｎｅｒｔｉａ ｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｈａｒａｃ￣
ｔｅｒｉｓｔｉｃ[Ｊ]. Ｒｏｂｏｔｉｃａꎬ２０１６ꎬ３４(５):１１５１￣１１６７.

[１７]　 赵　 庆ꎬ王攀峰ꎬ黄　 田. 考虑链间耦合的高速并联机器

人惯性参数预估方法[Ｊ]. 天津大学学报:自然科学与工

程技术版ꎬ２０１７ꎬ５０(８):８６８￣８７６.
[１８]　 王施相ꎬ郭　 劲ꎬ甘新基ꎬ等. 激光聚焦次镜支撑小型三

自由度机构运动分析[ Ｊ]. 红外与激光工程ꎬ２０１５ꎬ４４
(１２):３６２７￣３６３３.

[１９]　 陈修龙ꎬ陈林林ꎬ梁小夏. ４ 自由度冗余驱动并联机构运

动学和工作空间分析[Ｊ]. 农业机械学报ꎬ２０１４ꎬ４５(８):
３０７￣３１３.

[２０]　 张金柱ꎬ金振林ꎬ张　 哲. 六足机器人整机运动学分析及

构型选择[Ｊ]. 光学精密工程ꎬ２０１７ꎬ２５(７):１８３２￣１８４２.

[编辑:李　 辉]

本文引用格式:

倪仕全ꎬ田大鹏. ３￣ＰＲＳ 并联机构的动力学惯量耦合特性分析[Ｊ] . 机电工程ꎬ２０２１ꎬ３８(７):８１５ － ８２１.

ＮＩ Ｓｈｉ￣ｑｕａｎꎬ ＴＩＡＮ Ｄａ￣ｐｅｎｇ. Ｄｙｎａｍｉｃ ｉｎｅｒｔｉａ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ３￣ＰＲＳ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ￣

ｉｎｇꎬ ２０２１ꎬ３８(７):８１５ － ８２１. «机电工程»杂志:ｈｔｔｐ: / / ｗｗｗ. ｍｅｅｍ. ｃｏｍ. ｃｎ

􀅰１２８􀅰第 ７ 期 倪仕全ꎬ等:３￣ＰＲＳ 并联机构的动力学惯量耦合特性分析




