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摘要:针对巴哈赛车悬架系统柔性多体动力学模型计算效率低的问题ꎬ提出了一种基于谱方法的悬架系统动力学建模求解方法ꎬ并
对该方法进行了仿真验证和分析ꎮ 首先ꎬ采用了谱方法离散了悬架系统中柔性梁的弹性变形函数ꎬ并展开成有限项的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多

项式ꎻ再依据置换法对弹性变形函数进行了置换处理ꎻ然后ꎬ根据弹性变形函数和拉格朗日动力学公式ꎬ建立了谱表示的悬架系统

动力学模型ꎬ并采用了广义 α 方法对其进行了迭代求解ꎻ最后ꎬ将程序仿真结果与有限元动力学模型和假设模态法动力学模型计算

结果进行了对比验证ꎮ 研究结果表明:与采用有限元方法的求解结果相比ꎬ两者关于车架位移的相对误差为 ３. ５７％ꎬ关于柔性梁弹

性变形的相对误差最小为 １. １８％ꎻ与假设模态法模型的计算时间相比ꎬ该方法的计算效率更高ꎬ其效率是假设模态法效率的 ４. ８９６ 倍ꎮ
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０　 引　 言

车辆悬架系统受到多种作用力ꎬ其对车辆系统动

力学性能影响非常大ꎬ所以建立悬架系统动力学模型

并进行仿真是研究车辆系统动力学性能的重要工作

之一ꎮ



车辆的悬架系统属于柔性多体系统范畴ꎬ其柔性

梁在运动时存在大位移的刚性运动ꎬ同时产生一定的

弹性变形运动ꎬ这两种运动是高度耦合的[１]ꎮ 在悬架

系统的动力学建模中ꎬ由于弹性变形有无限维自由度

的特点ꎬ其精确解无法求得ꎮ 目前处理弹性变形的方

法一般是将其在时间和空间方面离散ꎬ求取其近似

解[２]ꎮ 常用的离散方法有 ３ 种ꎬ即有限单元法、假设模

态法和谱方法ꎮ
其中ꎬ有限单元法是在空间上将柔性体划分成网

格单元ꎬ通过求解网格单元的变形近似弹性变形的精

确解ꎮ ＰＡＴＩＬ Ａ Ｍ 等人[３] 使用有限元方法ꎬ建立了悬

架系统静止状态下的动力学模型ꎮ ＧＡＤＡＤＥ Ｍ Ｂ 等

人[４]针对商用车前下悬架臂的设计问题ꎬ研究了静止

状态 下 的 悬 架 系 统 三 维 有 限 元 动 力 学 模 型ꎮ
ＮＡＢＡＷＹ Ａ Ｅ 等人[５]使用平面杆单元ꎬ建立了一种悬

架系统综合的有限元模型ꎬ研究了双叉梁悬架系统的

动态响应ꎮ
依据有限单元法离散求解了柔性体弹性变形ꎬ虽

然保证了求解精度ꎬ但是其划分网格单元较多ꎬ使得其

计算量非常大ꎬ计算效率低ꎮ
而采用假设模态法时ꎬ需通过先验知识求得柔性

体的模态和振型ꎬ然后根据精度要求决定截断振型函

数的阶数ꎬ再通过振型拟合柔性体的变形ꎮ ＶＡＫＩＬ Ｍ
等人[６]使用假设模态法建立了柔性连杆动力学模型ꎬ
并分析了其动力学模型的可行性ꎮ 潘云[７] 采用假设

模态法ꎬ建立了柔性机械臂的动力学模型ꎬ并对机械臂

的轨迹控制进行了研究ꎮ 张晓宇等人[８ꎬ９] 依据假设模

态法ꎬ建立了柔性连杆的动力学模型ꎬ研究了其对控制

器设计的影响ꎮ
虽然采用假设模态法拟合弹性变形函数比较简

便ꎬ但是其所增加的振型函数的项数会产生计算效率

急剧降低的问题ꎮ
谱方法[１０]是通过一组正交多项式的有限级数来

表示柔性体弹性变形ꎮ 它无需对网格进行划分ꎬ也不

需要先验知识处理弹性变形函数的拟合ꎬ具有收敛快、
高精度的特点ꎮ

基于上述原因ꎬ笔者将谱方法引入到柔性多体动

力学建模中ꎬ将巴哈赛车悬架系统中柔性梁的弹性变

形函数离散成 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的有限级数形式ꎬ通
过置换方法处理弹性变形函数ꎬ再利用弹性变形函数

和拉格朗日动力学公式建立悬架系统的柔性多体动力

学模型ꎬ通过广义 α 方法[１１] 进行迭代求解ꎻ最后将计

算结果与其他方法进行对比ꎬ验证基于谱方法的悬架

系统动力学建模求解的准确性和高效性ꎮ

１　 悬挂系统解耦与柔性梁运动描述

巴哈赛车模型如图 １ 所示ꎮ

图 １　 巴哈赛车模型
１ꎬ３ꎬ５ꎬ７—轮胎ꎻ２ꎬ４ꎬ６ꎬ８—柔性梁ꎻ

９—车架ꎻ１０ꎬ１１ꎬ１２ꎬ１３—减震器

为了便于对悬架系统进行建模ꎬ笔者依据浮动框

架建立悬架系统的坐标系ꎬ即以初始状态车架的重心

ｏ 为原点建立 ｏｘｙｚ 绝对坐标系ꎬ然后以运动部件 ｉ( ｉ ＝
１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ９)的重心 ｏｉ 为局部坐标系原点ꎬ建立初始状

态与绝对坐标系平行的局部坐标系 ｏｉｘｉｙｉｚｉꎻ
由于悬架系统左右对称ꎬ笔者依据文献[１２]的悬

架解耦控制方法ꎬ将悬架系统解耦成 ４ 个 １ / ４ 悬架和

１ 个受到 ４ 个弹簧阻尼力的车架系统ꎬ整个悬架系统

按 ５ 部分进行动力学建模ꎬ再利用其作用力之间的关

系形成完整的动力学模型ꎮ
接下来ꎬ笔者对 １ / ４ 悬架系统进行分析ꎮ
１ / ４ 悬架系统原理图如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 １ / ４ 悬挂系统
ｋ１ꎬｋ１０—弹簧阻尼器 １ꎬ１０ 弹性系数ꎻｃ１ꎬｃ１０—弹簧阻尼

器 １ꎬ１０ 弹性系数

笔者将减震器简化成弹簧阻尼器 １０ꎬ将轮胎 １ 简

化成刚体 １ 和弹簧阻尼器 １ꎮ 由于柔性梁 ２ 的长度远

大于其截面的直径ꎬ柔性梁的截面方向的变形变化非

常小ꎬ其中心线的变形可比较精确地表示截面的变形ꎬ
柔性梁可简化为空间梁结构ꎮ

笔者依据图 ２ 对柔性梁 ２ 进行运动分析ꎮ
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柔性梁 ２ 上某一点 ｐ 的位移矢量为:
ｒ２ ＝ Ｒ２ ＋ Ａ２ｕ２ ＝ Ｒ２ ＋ Ａ２(ｕ２０ ＋ ｕ２ｆ) (１)

式中:Ｒ２—点 ｏ２ 在绝对坐标系 ｏｘｙｚ 上的位移ꎻＡ２—柔

性梁 ２ 的旋转矩阵ꎻ ｕ２０ꎬ ｕ２ｆ—点 ｐ 在局部坐标系

ｏ２ｘ２ｙ２ ｚ２ 上的刚性位移和弹性变形位移ꎮ

２　 基于谱方法的动力学建模

２. １　 柔性梁弹性变形表示

根据柔性梁 ２ 的运动描述可知ꎬ柔性梁 ２ 的位移

由刚性位移与弹性变形位移叠加而成ꎮ 因此ꎬ柔性梁

２ 的弹性变形位移可表示为:
ｕ２ｆ ＝ [ｕ２ｆｘ ｕ２ｆｙ ｕ２ｆｚ] Ｔ (２)

式中:ｕ２ｆｘꎬｕ２ｆｙꎬｕ２ｆｚ—弹性变形在 ｘ２ꎬ ｙ２ 和 ｚ２ 轴上的

投影ꎮ
笔者依据谱方法将弹性变形位移函数进行离散ꎬ

将空间项和时间项分离ꎬ得到有限级数表达式:

ｕ２ｆｘ(ｙꎬｔ) ＝ ∑
Ｍ－１

ｍ ＝ ０
ａ２ｍ( ｔ)Ｔｍ(ｙ)

ｕ２ｆｙ(ｙꎬｔ) ＝ ∑
Ｍ－１

ｍ ＝ ０
ｂ２ｍ( ｔ)Ｔｍ(ｙ)

ｕ２ｆｚ(ｙꎬｔ) ＝ ∑
Ｍ－１

ｍ ＝ ０
ｃ２ｍ( ｔ)Ｔｍ(ｙ)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(３)

式中:Ｔｍ(ｙ)—区间[ － Ｌ２ / ２ꎬＬ２ / ２]上的第一类切比雪

夫多项式ꎻａ２ｍ ( ｔ)ꎬｂ２ｍ ( ｔ)ꎬｃ２ｍ ( ｔ)—对应的谱表示系

数ꎻＬ２—柔性梁 ２ 长度ꎻＭ—多项式截断数ꎮ
将弹性变形函数写成矩阵表示形式ꎬ即:

ｕ２ｆ ＝Ｕ２ｆｑＵ２ ＋ Ｖ２ｆｑＶ２ (４)
其中:

ｑＵ２ ＝ [ａ２０ꎬａ２１ꎬ􀆺ꎬａ２(Ｍ － ５)ꎬ

ｂ２１ꎬ􀆺ꎬｂ２(Ｍ － ３)ꎬｃ２０ꎬｃ２１ꎬ􀆺ꎬｃ２(Ｍ － ５)] Ｔ

ｑＶ２ ＝ [ａ２(Ｍ － ４)ꎬ􀆺ａ２(Ｍ － １)ꎬｂ２(Ｍ － ２)ꎬ

ｂ２(Ｍ － １)ꎬｃ２(Ｍ － ４)ꎬ􀆺ｃ２(Ｍ － １)] Ｔ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(５)

Ｕ２ｆ ＝ ｄｉａｇ(Ｓ１ 　 Ｓ２ 　 Ｓ１)
Ｖ２ｆ ＝ ｄｉａｇ(Ｓ３ 　 Ｓ４ 　 Ｓ３)

{ (６)

Ｓ１ ＝ [Ｔ０ 　 Ｔ１ 　 􀆺　 ＴＭ － ５]
Ｓ２ ＝ [Ｔ０ 　 Ｔ１ 　 􀆺　 ＴＭ － ３]
Ｓ３ ＝ [ＴＭ － ４ 　 ＴＭ － ３ 　 ＴＭ － ２ 　 ＴＭ － １]
Ｓ４ ＝ [ＴＭ － ２ 　 ＴＭ － １]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(７)

由于根据谱方法得到的柔性梁 ２ 弹性变形位移函

数需要满足相应的边界条件ꎬ需要对弹性变形位移函

数进行置换处理ꎮ
柔性梁 ２ 上点 Ａ 为固定连接ꎬ点 Ｂ 为铰接ꎬ所以

ｕ２ｆｘꎬｕ２ｆｙꎬｕ２ｆｚ需要满足如下边界条件:

ｕ２ｆｘ ±
Ｌ２

２ ꎬｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ｄ ｕ２ｆｘ ±
Ｌ２

２ ꎬｔæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]

ｄｙ ＝ ０

ｕ２ｆｙ ±
Ｌ２

２ ꎬｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ｕ２ｆｚ ±
Ｌ２

２ ꎬｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ｄ ｕ２ｆｚ ±
Ｌ２

２ ꎬｔæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]

ｄｙ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(５)

将式(８)写成矩阵形式ꎬ即:
Ｕ２ｑＵ２ ＋ Ｖ２ｑＶ２ ＝ ０ (９)

其中:

Ｕ２ ＝ ｄｉａｇ Ｓ１
ｄＳ１

ｄｙ Ｓ２ Ｓ１
ｄＳ１

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｖ２ ＝ ｄｉａｇ Ｓ３
ｄＳ３

ｄｙ Ｓ４ Ｓ３
ｄＳ３

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１０)

根据式(９)ꎬｑＶ２可以表示为:
ｑＶ２ ＝ － Ｖ － １

２ Ｕ２ｑＵ２ (１１)
将式(１１)中的 ｑＶ２置换代入式(４)ꎬ可得:

ｕ２ｆ ＝ [Ｕ２ｆ ＋ Ｖ２ｆ( － Ｖ － １
２ Ｕ２)]ｑＵ２ ＝ Ｓ２ｆｑＵ２ (１２)

式中:ｕ２ｆ—满足边界条件的谱表示弹性位移函数ꎻ
Ｓ２ｆ—谱表示弹性位移函数的形函数ꎻｑＵ２—谱表示弹性

位移函数的广义坐标ꎮ

２. ２　 动力学模型

根据式(１ꎬ１２)所求得的柔性梁 ２ 的谱表示弹性

位移函数 ｕ２ｆꎬ形函数 Ｓ２ｆ和弹性变形广义坐标 ｑＵ２ꎬ可
得柔性梁 ２ 的谱表示的位移矢量为:

ｒ２ ＝ Ｒ２ ＋ Ａ２(ｕ２０ ＋ Ｓ２ｆｑＵ２) (１３)
依据位移矢量 ｒ２ꎬ对 ｔ 求微分得到速度矢量ꎬ可将

柔性梁 ２ 的动能[１３]表示为:

Ｔ ＝ １
２ ∫

Ｖ２

ρ２ ｒ̇Ｔ２ ｒ̇２ｄＶ２ ＝ １
２ ｑ̇Ｔ

２Ｍ２ ｑ̇２ (１４)

式中:ρ２—柔性梁 ２ 的密度ꎻＭ２—质量矩阵ꎻＶ２—柔性

梁 ２ 的三维可行域ꎻ“􀅰”—对时间 ｔ 微分ꎮ
其中:

ｑ２ ＝ [ＲＴ
２ 　 θＴ

２ 　 ｑＴ
Ｕ２] Ｔ (１５)

式中:θ２—局部坐标系 ｏ２ｘ２ｙ２ ｚ２ 中 ｘ２、ｙ２、ｚ２ 轴与绝对坐

标系 ｏｘｙｚ 中 ｘ、ｙ、ｚ 轴的夹角向量ꎮ
将式(１４)代入拉格朗日方程可得:

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｑ̇２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

－ ∂Ｔ
∂ｑ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

＋ ＣＴ
ｑ２λ ＝Ｑ２ｅ － Ｋ２ｑ２ (１６)
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经整理可得谱表示的柔性梁 ２ 的运动方程为:
Ｍ２ ｑ̈２ ＋ ＣＴ

ｑ２λ ＝Ｑ２ｅ ＋Ｑ２ｖ － Ｋ２ｑ２ (１７)
式中:Ｃｑ２—雅克比矩阵ꎮ

其中:

Ｋ２ ＝ ∫
Ｖ２

ＳＴ
２ｆＤＳ２ｆｄＶ２ (１８)

Ｑ２ｖ ＝ － Ｍ̇２ ｑ̇２ ＋ ∂Ｔ
∂ｑ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

(１９)

式中:Ｄ—三维弹性矩阵ꎮ
因为柔性梁 ２ 所受外力只有重力ꎬ所以广义外力

Ｑ２ｅ可通过虚功原理[１４]求得ꎬ即:

δＷ２ｅ ＝ Ｑ２ｅδｑ２ ＝ ∫
Ｖ２

ρ２[０　 ０　 － ｇ]δｒ̇２ｄＶ２ (２０)

式中:ｇ—重力加速度ꎻδｑ２—虚位移ꎮ
由于车轮 １ 简化为刚体 １ 与弹簧阻尼器 １ꎬ其刚

体 １ 运动方程为:
Ｍ１ ｑ̈１ ＋ ＣＴ

ｑ１λ ＝Ｑ１ｅ (２１)
式中:Ｍ１—刚体 １ 的质量矩阵ꎻＲ１—刚体 １ 的质心坐标ꎮ

其中:
ｑ１ ＝ [ＲＴ

１ 　 θＴ
１] Ｔ (２２)

式中:θ１—局部坐标系 ｏ１ｘ１ｙ１ ｚ１ 中 ｘ１、ｙ１、ｚ１ 轴与绝对坐

标系 ｏｘｙｚ 中 ｘ、ｙ、ｚ 轴的夹角向量ꎮ
由于刚体 １ 所受的外力为弹簧阻尼力和重力ꎬ且

作用于质心ꎬ其广义外力 Ｑ１ｅ为:
Ｑ１ｅ ＝ [０ Ｑ１ｅｙ Ｑ１ｅｚ ０ ０ ０] Ｔ (２３)

其中:
Ｑ１ｅｙ ＝ ｔａｎ(γ)ψ１

Ｑ１ｅｚ ＝ ｋ１(Ｒ ｆ － ｕ１ｚ) ＋ ｃ１( Ｒ̇ ｆ － ｕ̇１ｚ) －ｍ１ｇ － ｃｏｔ(γ)ψ１

ψ１ ＝ ｋ１０(ｕ１ｚ － ｕ９ｚ － Ｌａβ９) ＋ ｃ１０( ｕ̇１ｚ － ｕ̇９ｚ － Ｌａ β̇９)

ì

î

í

ïï

ïï

(２４)
式中:γ—弹簧阻尼器 １０ 与 ｚ 轴的夹角ꎻｕ９ｚ—车架的在

ｚ９ 轴的位移ꎻβ９—车架关于 ｙ９ 轴的转角ꎻＬａ—车架质

心在 ｘ 轴向与弹簧阻尼器 １０ 的距离ꎻＲ ｆ—地面激励ꎮ
根据式(１７ꎬ２１)可得 １ / ４ 悬架系统动力学方程为:
Ｍ１

Ｍ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｑ̈１

ｑ̈２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ＣＴ

ｑ１２λ ＝
Ｑ１ｅ

Ｑ２ｅ ＋Ｑ２ｖ － Ｋ２ｑ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú(２５)

由于广义坐标 ｑ１ 与 ｑ２ 受约束影响而不完全独

立ꎬＣｑ１２需要根据柔性梁 ２ 与车轮 １ 的约束方程求得ꎮ
柔性梁 ２ 与车轮 １ 在点 Ａ 为固定连接ꎬ在点 Ｂ 与

底盘铰接ꎬ其对应的约束方程为:
Ｒ１ ＋ Ａ１ｕ１Ａ － Ｒ２ － Ａ２(ｕ２０Ａ ＋ Ｓ２ｆＡｑＵ２) ＝ ０
θ１ － θ２ ＝ ０
Ｒ２ ＋ Ａ２(ｕ２０Ｂ ＋ Ｓ２ｆＢｑＵ２) － ＲｃＢ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï
(２６)

式中:ｕ１Ａꎬｕ２０Ａ—点 Ａ 在局部坐标系 ｏ１ｘ１ｙ１ ｚ１ 和 ｏ２ｘ２ｙ２ ｚ２
上的初始位移ꎻＳ２ｆＡ—点 Ａ 在局部坐标系 ｏ２ｘ２ｙ２ ｚ２ 上的

形函数ꎻＳ２ｆＢ—点 Ｂ 在局部坐标系 ｏ２ｘ２ｙ２ ｚ２ 上的形函

数ꎻＲｃＢ—点 Ｂ 在全局坐标系 ｏｘｙｚ 上的位移ꎮ
将式(２６)表示为:

Φｑ１２ ＝ ０ (２７)
雅克比矩阵 Ｃｑ１２和加速度右项 Ｑｃ１２可由文献[１５]

中的公式求得ꎬ即:

Ｃｑ１２ ＝
∂Φｑ１２

∂ｑ１２

Φ̈ｑ１２ ＝ Ｃｑ１２ ｑ̈１２ －Ｑｃ１２ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï
(２８)

式中:“‥”—对 ｔ 的二阶微分ꎮ
由于车架与车轮是通过弹簧阻尼器连接ꎬ车架运

动只与外力有关ꎬ且车架为刚体ꎬ其动力学方程为:
Ｍ９ｑ９ ＝Ｑ９ｅ (２９)

式中:Ｍ９—车架的质量矩阵ꎻｑ９—广义坐标ꎮ
由于悬架系统[１６]左右对称ꎬ车架受到的外力为弹

簧阻尼力和重力ꎬＱ９ｅ为:
Ｑ９ｅ ＝ ０ Ｑ９ｅｙ Ｑ９ｅｙ ０ Ｍ９ｅｙ ０[ ]Ｔ (３０)

其中:
Ｑ９ｅｙ ＝ ｔａｎγ(ψ１ ＋ ψ２ ＋ ψ３ ＋ ψ４)
Ｑ９ｅｚ ＝ ｃｏｔγ(ψ１ ＋ ψ２ ＋ ψ３ ＋ ψ４)
Ｍ９ｅｙ ＝ ｃｏｔγ(ψ１Ｌａ ＋ ψ２Ｌｂ ＋ ψ３Ｌｂ ＋ ψ４Ｌａ)

ì

î

í

ïï

ïï
(３１)

ψ２ ＝ ｋ１１(ｕ３ｚ － ｕ９ｚ ＋ Ｌｂβ９) ＋ ｃ１１( ｕ̇３ｚ － ｕ̇９ｚ ＋ Ｌｂ β̇９)
ψ３ ＝ ｋ１２(ｕ５ｚ － ｕ９ｚ ＋ Ｌｂβ９) ＋ ｃ１２( ｕ̇５ｚ － ｕ̇９ｚ ＋ Ｌｂ β̇９)
ψ４ ＝ ｋ１３(ｕ７ｚ － ｕ９ｚ － Ｌａβ９) ＋ ｃ１３( ｕ̇７ｚ － ｕ̇９ｚ － Ｌａ β̇９)

ì

î

í

ïï

ïï

(３２)
式中:Ｌｂ—车架质心在 ｘ 轴向与弹簧阻尼器 １１ 的距

离ꎻｋ１１ꎬｋ１２ꎬｋ１３—弹簧阻尼器 １１ － １３ 的弹性系数ꎻｃ１１ꎬ
ｃ１２ꎬｃ１３—弹簧阻尼器 １１ － １３ 的阻尼系数ꎻｕ ｊｚ—车轮 ｊ
( ｊ ＝ １ꎬ３ꎬ５ꎬ７)的 ｚ 轴的位移ꎮ

同理ꎬ通过式(２５)ꎬ可求其他 １ / ４ 悬架系统的动

力学方程ꎬ然后根据所求得的悬架系统动力学方程和

车架的动力学方程ꎬ依据广义坐标ꎬ可形成整车悬架系

统的动力学模型ꎮ
将其与约束方程整理成矩阵形式为:

Ｍ ＣＴ
ｑ

Ｃｑ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∗

ｑ̈
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

Ｑｅ ＋Ｑｖ － Ｋｑ
Ｑｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (３３)

３　 数值仿真及分析

３. １　 广义 α方法迭代求解

悬架系统参数[１７]如表 １ 所示ꎮ
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表 １　 悬架系统参数

参数 /单位 数值

车轮质量 / ｋｇ ２０
车架质量 / ｋｇ ３００

柔性梁弹性模量 / ＧＰａ ２００
柔性梁泊松比 / ０. ３

车前端柔性梁长度 / ｍ ０. ３８５
车后端柔性梁长度 / ｍ ０. ３４

柔性梁截面外圆半径 / ｍ ０. ０１５
柔性梁截面内圆半径 / ｍ ０. ０１
柔性梁密度 / ｋｇ∗ｍ － ３ ７ ８００

车架质量中心 / ｍ (０. ２４３ꎬ０ꎬ０. ３６５)
弹簧弹性系数 / Ｎ∗ｍ １０ ０００

阻尼器 １０、１３ 阻尼数 / Ｍ∗ｓ ｍ － １ ５０
阻尼器 １１、１２ 阻尼数 / Ｍ∗ｓ ｍ － １ ５００

弹簧阻尼器与 ｚ 轴角 / (°)
轮胎刚度 / Ｎ∗ｍ

轮胎阻尼系数 / Ｍ∗ｓ ｍ － １

３０
１３８ ０００
１ ５７０

车轮转动惯量 / ｋｇ􀅰ｍ２

０. １７９ ２
０. １７９ ２
０. ３２５ ０

车架转动惯量 / ｋｇ􀅰ｍ２

４４. ５０７ ７
８８. ２３２ ７
８９. ６３４ ９

前车轮的激励 ０. ０５ｓｉｎ(２πｔ)
后车轮的激励 ０. ０７５ｓｉｎ(４πｔ)

　 　 为了验证基于谱方法的悬架系统动力学模型的可行

性和高效性ꎬ笔者利用表 １ 中的参数对其进行仿真求解ꎮ
通过广义 α 方法的仿真求解流程如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 仿真流程图

具体仿真流程为:
(１)取时间间隔为 ｈꎬ利用零时刻 ｔ０ 的 ｑ０ 和 ｑ̇０ꎬ将

其代入悬架系统动力学模型ꎬ计算出 ｑ̈０ꎬ以 ｑ０、ｑ̇０ 和 ｑ̈０

作为广义 α 方法初始输入变量 ｑｎ、ｑ̇ｎ 和 ｑ̈ｎꎻ
(２)依据 ｑｎ、ｑ̇ｎ 和 ｑ̈ｎꎬ通过广义 α 方法流程图中流

程框 １ 和 ２ 的公式ꎬ求得下一时刻的迭代初始值 ｑｎ ＋ １、
ｑ̇ｎ ＋ １、ｑ̈ｎ ＋ １和 λｎ ＋ １ꎻ

(３)通过计算 ｒｑ 和 ｒλ 的二范数残差ꎬ判断输入

ｑｎ ＋ １、ｑ̇ｎ ＋ １、ｑ̈ｎ ＋ １ 和 λｎ ＋ １ 是否满足误差条件ꎬ如果满足ꎬ
则进入第 ２ 个判断框ꎻ如果不满足ꎬ则执行循环 １ꎻ通
过流程框 ３ 和 ４ 中的公式ꎬ求解新的 ｑｎ ＋ １、ｑ̇ｎ ＋ １、ｑ̈ｎ ＋ １和

λｎ ＋ １ꎬ然后继续进行判断是否满足误差条件ꎬ不满足ꎬ
则继续执行循环 １ꎻ如果满足ꎬ则跳出循环 １ꎬ进入第 ２
个判断框ꎻ

(４)根据第 ２ 判断框ꎬ判断是否执行到末尾时刻

ｔＮꎬ如果执行到末尾时刻 ｔＮ 则执行结束操作ꎻ如果不是

则将步骤(３)中求得的 ｑｎ ＋ １、ｑ̇ｎ ＋ １、ｑ̈ｎ ＋ １作为步骤(２)中
的输入变量ꎬ然后依次执行步骤(２)、(３)和(４)ꎬ直至

执行完 ｔＮ 时刻的 ｑＮ、 ｑ̇Ｎ、 ｑ̈Ｎ 和 λＮ 的求解ꎬ结束迭代

流程ꎮ
由于流程图 ３ 中其他参数和变量相应文献有详细

描述和具体计算公式ꎬ此处不再赘述ꎮ

３. ２　 与有限元动力学模型的车架位移对比

根据仿真求出的广义坐标 ｑꎬ可直接获得悬架系

统车架的运动位移ꎮ 车架的位移主要为 ｚ ９
􀅰方向平移

位移和 β９ 方向的旋转位移ꎮ
笔者将仿真的车架位移与求解三维有限元动力学

模型得到的车架位移相对比ꎮ
其中ꎬ车架 ｚ 轴位移如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 车架 ｚ 轴位移

车架 ｙ 向转角如图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 车架 ｙ 向转角

通过二范数可计算其相对误差 ζ:
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ζ ＝
‖ＤＦ －ＤＳ‖２

‖ＤＦ‖２
(３４)

式中:ＤＦ—精确解ꎻＤＳ—试验解ꎮ
以有限元的仿真的车架位移为精确解 ＤＦꎬ基于谱

方法动力学模型的车架位移为试验解 ＤＳꎬ车架 ｚ 向位

移二范数相对误差为 ３. ５７％ ꎬｙ 向转角的二范数相对

误差为 ３. ３７％ ꎮ
该结果表明:基于谱方法的悬架系统动力学模型

的误差在可容许范围内ꎮ

３. ３　 与有限元动力学模型柔性梁弹性位移对比

根据仿真迭代求出的广义坐标 ｑ 和已知的弹性变

形的形函数 Ｓ ｊｆ( ｊ ＝ ２ꎬ４ꎬ６ꎬ８)ꎬ可求出柔性梁 ｊ 的弹性

变形ꎮ
笔者将不同 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式阶数下ꎬ基于谱方

法的动力学模型仿真求得的柔性梁弹性变形位移ꎬ与
有限元动力学模型求解得到的不同时刻下弹性变形位

移相对比ꎬ结果如图(６ ~ １１)所示ꎮ

图 ６　 柔性梁 ２ 的 ｘ 向弹性位移

图 ７　 柔性梁 ２ 的 ｙ 向弹性位移

图 ８　 柔性梁 ２ 的 ｚ 向弹性位移

图 ９　 柔性梁 ４ 的 ｘ 向弹性位移

图 １０　 柔性梁 ４ 的 ｙ 向弹性位移

　 　 接着ꎬ笔者以有限元动力学模型求解出的柔性梁

弹性位移为准确值ꎬ以基于谱方法动力学模型计算出

的柔性梁弹性变形为试验值ꎬ通过式(３４)计算弹性变

形二范数相对误差ꎬ结果如表 ２ 所示ꎮ
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图 １１　 柔性梁 ４ 的 ｚ 向弹性位移

表 ２　 不同阶数下的柔性梁相对误差

Ｍ

误差(柔性梁 ２) 误差(柔性梁 ４)
ζｘ /

％

ζｙ /

％

ζｚ /

％

ζｘ /

％

ζｙ /

％

ζｚ /

％
时间 / ｓ

６ ７. ７４ ３. ７０ ６. ２７ ７. ５７ ３. ３６ ６. ０２ ８. １３８
８ ５. ５６ ２. ６５ ４. ３２ ５. １３ １. ８７ ４. ２８ ８. ４５９
１２ ３. ５１ １. ７８ ２. ４５ ３. ４９ １. ５８ ２. ８４ １２. ０３２
１６ １. ５５ １. ５４ １. ３９ １. ５２ １. ４８ １. ９２ ２２. ０７２
２０ １. １６ １. ２１ １. １７ １. ２４ １. ３５ １. ３８ ３３. ５５０
２４ １. １３ １. １１ １. １４ １. １３ １. １８ １. １３ ５４. ８９８

模态 ２４ １. １４ １. １３ １. １５ １. ２０ １. １７ １. ４５ ２６８. ７９
有限元 ０ ０ ０ ０ ０ ０

　 　 根据表 ２ 的数据和图(６ ~ １１)的结果可得:
(１)随着谱方法选取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式项数的增

加ꎬ笔者所提的方法的计算精度不断提高ꎬ当所取

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式项数为 ２４ 时ꎬ柔性梁弹性变形最大

相对误差为 １. １８％ ꎻ
(２)随着所取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式项数增加ꎬ相对误

差最大值的递减幅度越来越小ꎬ当所取多项式项数达

到 １６ 时ꎬ继续增加多项式项数相对误差降低幅度已经

不显著ꎬ最大降低幅度为 ０. ５４％ ꎻ
(３)表 ２ 所示的时间为在相同计算机软件与硬件

条件下ꎬ悬架系统动力学模型的求解时间ꎻ依据表 ２ 中

的数据可知ꎬ随着所取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式项数递增ꎬ求
解总时间也在依次递增ꎻ

(４)当振型函数和 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式都取 ２４ 阶

时ꎬ假设模态法动力学模型求解时间是基于谱方法的

悬架系统动力学模型求解计算时间的 ４. ８９６ 倍ꎮ

４　 结束语

笔者采用谱方法将悬架系统中柔性梁的弹性变形

函数离散成 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的有限级数形式ꎬ通过

置换方法处理弹性变形函数得到的边界条件ꎬ再利用

弹性变形函数和拉格朗日动力学公式建立悬架系统的

柔性多体动力学模型ꎬ通过广义 α 方法迭代求解ꎬ最
后将基于谱方法的悬架系统动力学模型的求解结果与

其他方法下悬架系统动力学模型求解结果进行对比ꎬ
得到了以下结论:

(１)将基于谱方法的悬架系统动力学模型的求解

结果与有限元动力学模型仿真的求解结果相对比ꎬ车
架位移的相对误差为 ３. ５７％ ꎬ柔性梁的弹性变形相对

误差最小为 １. １８％ ꎻ
(２)当振型函数和 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式都取 ２４ 阶

时ꎬ基于谱方法的悬架系统动力学模型的计算效率是

假设模态法动力学模型计算效率的 ４. ８９６ 倍ꎬ体现了

谱方法的高效性ꎻ
(３)当所取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式项数达到 １６ 时ꎬ继

续增加阶数ꎬ基于谱方法的悬架系统动力学模型的计

算精度提升不大ꎬ计算效率降低比较多ꎬ所以在动力学

建模中需要适当地选取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式项数ꎮ
目前谱方法使用的正交多项式是考虑截断其前 Ｍ

项ꎬ不是有选择性地挑选正交多项式中的项ꎮ 因此ꎬ在
后续的研究中ꎬ笔者将通过压缩感知稀疏理论ꎬ有选择

性地挑选正交多项式中项ꎬ来拟合待求函数ꎬ以进一步

提升其计算精度和效率ꎮ
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