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不确定转子系统动力学降阶模型构建与模型散度参数辨识∗

张义彬1,刘保国1,2∗,刘彦旭1,励精为治1

(1. 河南工业大学 机电工程学院,河南 郑州 450001;2. 河南省超硬磨料磨削装备重点实验室,河南 郑州 450001)

摘要:在航空、航天、船舶等领域的实际工程转子系统中,广泛存在高维复杂的非线性系统。 在航空发动机转子系统、燃气轮机转子

系统等重点研究领域,通常还难以对高维复杂非线性系统进行直接的数据处理和分析统计。 针对不确定性转子系统的模型维度较

高等问题,提出了一种模型不确定性动力学降阶计算模型构建和模型散度参数辨识方法。 首先,根据确定性动力学模型和静态矩

阵降阶方法,完善了确定性动力学降阶模型;然后,基于随机矩阵理论和非参数动力学建模方法,提出了不确定性动力学降阶模型;
最后,利用系统确定性模型的一阶临界转速、振型和实验数据,对不确定性动力学模型的散度参数进行了辨识;为了验证散度参数

辨识方法的有效性,笔者又在转子实验平台上进行了实验验证。 研究结果表明:实验结果与降阶之后振动响应均值的差异性较小,
且与不确定性动力学模型相差不超过 10% ,表明所采用的理论模型在描述转子系统行为方面具备了较高的准确性和可靠性,该模

型可以为深入研究模型不确定性转子系统提供参考。
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Construction method of dynamical reduced order model of uncertain rotor
systems and identification of model dispersion parameters
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Abstract: High dimensional and complex nonlinear systems widely exist in practical engineering rotor systems such as aviation, aerospace
and shipbuilding. In the key research fields such as aviation engine rotor systems and gas turbine rotor systems, these high-dimensional
complex systems are often difficult to directly process data and analyze statistics. A method of construction of dynamical reduced order model
of uncertain rotor systems and identification of model dispersion parameters was proposed to address the problem of high model dimensions in
uncertain rotor systems. Firstly, based on the deterministic dynamic model and the static matrix reduction method, the deterministic dynamic
reduction model was further improved. Then, based on random matrix theory and non-parametric dynamic modeling methods, an uncertain
dynamic reduction model was proposed. Finally, the divergent parameters of the uncertain dynamic model were identified using the first-order
critical speed, vibration mode, and experimental data of the system deterministic model. The identification results of divergence parameters
were experimentally verified on a rotor experimental platform. The research results indicate that the difference between the experimental
results and the mean vibration response after reducing the order is small, and the difference between the experimental results and the
uncertain dynamic model is not more than 10% , indicating that the theoretical model used has high accuracy and reliability in describing the
behavior of the rotor system. This model can provide a reference for further research on the uncertain rotor system of the model.
Key words: rotor-support system; uncertain rotor system; dynamical reduced order model; nonlinear system; dispersion parameter
identification; nonparametric modeling method; matrix reduction method



0　 引　 言

转子系统作为航空发动机、燃气轮机等大型复杂

旋转机械的核心部件,在其设计、加工、制造、安装和运

转工作过程中普遍存在着不同因素导致的各种不确定

性。 比如,在转子系统启动过程时,因为材料磨损导致

几何尺寸的不确定性[1-3],高温工作环境导致转子系

统支承刚度的不确定性[4-5],外力干扰引起的载荷不

确定性[6]等。
这些不确定性可以分为三类:1)系统自身结构的

物理参数与几何参数随时间或环境的变化而产生的不

确定性;2)外载荷的变异性引起的不确定性;3)模型

简化引入的不确定性,即模型不确定性[7-8]。
在实际工程问题中,针对外载荷、支承刚度、节点

质量、偏心距、转轴杨氏模量等参数不确定性,广泛采

用的方法有摄动法[9]、多项式混沌展开[10-11]、广义多

项式法[12-13]、蒙特卡洛模拟[14]等。 这些方法虽然适用

于处理参数不确定性,但并不适合用于处理模型简化

引入的模型不确定性(如将转子简化为沿转轴轴线离

散分布的集中质量点、模型降阶等) [15]。
为描述模型的不确定性,SOIZE C 等人[16] 提出了

基于随机矩阵理论的非参数方法,并将其用于处理结

构动力学系统建模过程产生的模型不确定性,研究了

正定质量矩阵和刚度矩阵的非参数随机建模方法。
WU H 等人[17]基于最大熵原理和随机矩阵理论,提出

了一种非参数 Riccati 整体传递模型。 MATNEY A 等

人[18]提出了新的 Galerkin 降阶方法,从有限变形的热

弹性单元导出了一组响应和温度耦合的非线型微分方

程组。 曹文博等人[19] 提出了一种基于正交降阶模型

和梯度优化以加速稳态流场的收敛方法。 杨少冲等

人[20]对动载荷作用下的结构损伤识别进行了研究,建
立了反映结构状态的降阶模型,以解决未知载荷作用

下多自由度结构动力分析计算量大且难以收敛的问

题。 郑伶华等人[21] 针对高速飞行器机翼结构,采用

POD 分解和代理模型技术,建立了气动噪声的降阶分

析模型。
以上考虑转子系统模型不确定性的文献都把计算

模型的散度参数假设为已知范围内的数值[22],但

SOIZE C 等人[23] 利用结构有限阶弹性模态的实验数

据和对应的计算结果,可对散度参数进行辨识。
笔者采用非参数建模方法和矩阵降阶方法,构建

模型不确定转子-支承系统的不确定动力学降阶模型;
提出利用低阶临界转速及振动数据对降阶模型的散度

参数进行辨识,以期为结构更加复杂的转子系统不确

定性建模、振动响应预测等研究提供参考。

1　 不确定动力学降阶模型

1. 1　 确定性动力学模型

典型双圆盘转子-支承系统如图 1 所示。

图 1　 转子-支承系统
Fig. 1　 Rotor support system

注:支承位置分别在点 B 和点 F 处,轮盘位
置分别位于点 C 和点 E 处。

图 1 的转子-支承系统中,将支承处简化为支承刚

度和阻尼,将其余单元处简化为集中质量,其轮盘处存

在陀螺效应,则系统计算模型如图 2 所示。

图 2　 转子-支承系统计算模型
Fig. 2　 Calculation model of rotor support system

根据图 2 所示的计算模型,可得其确定性动力学

计算模型:

M u
··

+ Cu
·
+ K　 u =Q (1)

式中:u为广义位移向量,即u = (u1,u2) T;Q为确定性

动力学模型的不平衡广义力向量;M为质量矩阵;C为

阻尼矩阵;K为刚度矩阵。
确定性动力学模型的不平衡广义力向量Q为:

Q = (Q1,Q2) T = Ω2(m　 ecosΩt,m　 esinΩt) T (2)
其中:
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式中:M1 为确定性整体质量矩阵;G1 为陀螺矩阵;
C11,C12,C21,C22为支承作用产生的阻尼矩阵;K1 为转

轴刚度矩阵;K11,K12,K21,K22为支承作用产生的刚度

矩阵;ei 为第 i 个单元处的轮盘偏心距;φi 为偏心
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幅角。
支承刚度和阻尼的各向异性会使式(1)中的C和

K不具有对称正定性质。

1. 2　 确定性动力学降阶模型

动力学模型的降阶能够缩短系统动力学特性的计

算时间,其本质是对动力学模型的自由度数进行减缩。
式(1)所示动力学模型对应的齐次式如下:

M u
··

+ Cu
·
+ K　 u = 0 (7)

式中:u为位移向量,即u = (ua,ub) T。
其中:ua 为节点主自由度位移向量;ub 为副自由

度位移向量。
质量矩阵M、阻尼矩阵C、刚度矩阵K的元素重新

排列采用分块矩阵的形式表达如下:
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将式(8) ~式(10)代入M u
··

+ K　 u =Q,则有:

Mba u
··

a +Mbb u
··

b + Kbaua + Kbaub =Qb (11)
如果不计惯性力对副自由度的影响,则考虑自由

振动时,式(11)可简化为:
Kbaua + Kbbub = 0 (12)

由此可得副自由度位移向量为:
ub = - K - 1

bb Kbaua (13)
引入 a 阶单位矩阵 I,则位移向量u为:

u =
ua
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{ } =
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- K - 1
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转子系统的动能T与势能V可分别表示为:

T = 1
2 u

·
T Md u

·
= 1

2 (T　 ua) T Md(T　 ua) (15)

V = 1
2 uaT Kd u = 1

2 (T　 ua) T Kd(T　 ua) (16)

经过矩阵降阶的转子系统质量矩阵MR、阻尼矩阵

CR、刚度矩阵KR 和力向量QR 分别为:
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综合式(8) ~式(20)可得转子系统确定性动力学

降阶模型为:

MR u
··

a + CR u
·

a + KR ua =QR (21)

1. 3　 不确定动力学降阶模型

设 Bd 为 n 阶满秩实数矩阵,对应的随机矩阵记为

Br,且 Bd 和 Br 满足:
Bd = E(Br) (22)

式中:E(Br)为求随机矩阵 Br 的均值矩阵。
对矩阵 Bd 进行极分解,则有:

Bd =H2U (23)
式中:U 为正交矩阵;H2 为正定矩阵。

由于满秩实数矩阵极分解的极因子矩阵是唯一存

在的,因此可用左极分解的方法构造随机矩阵 Br,即:
Br =HBr

UBr
(24)

对 Br 进行奇异值分解,可推导出矩阵 HBr
和

UBr
为:

Br = VBr∑Br
WBr

= VBr∑Br
VT

Br
VBr

WBr
(25)

其中:矩阵 VBr∑Br
VT

Br
为 HBr

; 矩阵 VBr
WBr

为

UBr
。
根据式(23) ~式(25),可将转子系统的不对称刚

度矩阵及阻尼矩阵表示为:
Kr =HKr

UKr
(26)

式中:HKr
为随机矩阵。

Cr =HCr
UCr

(27)
根据文献[24]的非参数动力学建模方法,式(26)

中 HKr
为随机矩阵,且满足:
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HKr
=UT

HGUH (28)

式中:UH 为上三角实数矩阵,是对 Hd 进行乔列斯基

分解得到的;G 为 Wishart 随机矩阵,其分解形式为

G =UT
GUG;UG 为上三角实数随机矩阵,其各非零元素

uij是统计独立的。
主对角线以上的元素 uij( i < j)为高斯随机变量,

其均值 E{uij} = 0,方差为 σ2
uij = δ2(n + 1),其中,散度

参数 δ 表示 uij的离散水平。 主对角线上的元素 uii =
[2δ2ωi / (n + 1)] 1 / 2,ωi 服从尺度参数和形状参数分别

为 an,i和 bn,i的伽马分布;其中,an,i = (2δ2) - 1 [ δ2 (1 -
i) + n + 1],bn,i = 1。

利用 Hd 和 G 的上三角因子矩阵可计算出 HKr
和

HCr
,再将结果代入式(26)和式(27)中,便得到不确定

刚度矩阵 Kr 和不确定阻尼矩阵 Cr:
Kr =UT

HK
UT

GK
UGK

UHK
UKr

(29)

Cr =UT
HC
UT

GC
UGC

UHC
UCr

(30)

将式(21)中的确定性矩阵MR、CR、KR 替换为 Mr、
Cr、Kr,则系统的不确定动力学降阶模型为:

Mr u
··

r + Cr u
·

r + Krur =QR (31)
式中:Mr 为随机矩阵,Mr =UT

HM
UT

GM
UGM

UHM
。

其中:UHM
满足 UT

HM
UHM

=M。

2　 模型散度参数辨识方法

在第 1. 3 节中,笔者构建了转子系统的不确定转

子-支承系统的动力学模型,但模型中的散度参数是未

知的。
根据文献[25]的方法,利用实验得到的振型矩阵

Ψ和确定性动力学模型的振型矩阵 φ 可对不确定动

力学降阶模型中的散度参数进行辨识。
假设 u 为实验得到的广义坐标列向量,ud 为确定

性动力学计算模型的广义坐标列向量,则有:
Ψu = φud (32)

对式(32)进行矩阵变换,在等式两边分别左乘矩

阵(ΨTΨ) - 1ΨTφ,则 u = ψTψ( ) - 1ψTφud。

利用这种矩阵变换方法对实际质量矩阵M、阻尼

矩阵C、刚度矩阵K进行变换,记 S = (ΨTΨ) - 1ΨTφ,令

A为M、C、K,则:

A = ST AS (33)

矩阵 A 满足 A = UT
A GAUA,其中上三角实数矩阵

UA 满足 UT
AUA = Ad。 因此GA =U - T

A AU - 1
A 。

根据式(28)中矩阵 G 的性质,用得到的矩阵GA

对散度参数进行估计:

δA≈n - 1 / 2‖GA - I‖F (34)

式中:‖GA - I‖F 为GA - I 的弗罗贝尼乌斯范数

(Frobenius norm),利用式(34)可分别估计出 δM、δC、δK。

3　 辨识方法的实验验证

3. 1　 实验步骤

为了验证散度参数辨识方法的有效性,笔者在转

子实验平台上进行实验验证。
转子实验台实物图如图 3 所示。

图 3　 转子实验台
Fig. 3　 Rotor test bench

实验分为三个步骤:1)对图 3 的转子系统进行确

定性动力学建模,并计算出其最低阶临界转速和主振

型;2)利用第 2 节的方法估算出散度参数的数值;3)
采用第 1 节的方法建立的不确定系统非参数动力学计

算模型,计算出 3 800 r / min 以内的不平衡位移响应结

果,并将其和确定性动力学模型所计算的振动响应进

行对比分析。
转子实验台参数如表 1 所示。

表 1　 转子实验台参数
Table 1　 Parameters of the rotor test bench
参数 /单位 数值

转轴半径 r / m 0. 005
转轴弹性模量 E / ( × 1011 N / m2) 2. 060

轴长度 li / m 0. 408
轮盘质量 mi / kg 0. 500,0. 670,0. 340
轮盘直径 di / m 0. 390,0. 390,0. 020

支撑刚度 ki / (N / m) 6. 0 × 107,6. 0 × 107

观测点位置距轴
左端距离 / m 0. 058 / 0. 193 / 0. 278 / 0. 343

Disc2 处的不平衡
质量 mu / kg

3. 59 × 10 - 4

Disc2 处的不平衡
质量块的偏心距 e / m 0. 03
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3. 2　 估算散度参数

根据第 1 节的动力学模型构建方法,以及表 1 的

具体参数,可得到式(2) ~式(6)中转子系统的质量矩

阵、刚度矩阵和阻尼矩阵M1、G1、K1、K11、K12、K21、K22、
C11、C12、C21和C22。

利用确定性动力学模型可以得到转子系统的坎贝

尔图,如图 4 所示。

图 4　 确定性动力学计算模型 Campbell 图
　 　 　 　 　 Fig. 4　 Campbell diagram of deterministic

dynamic calculation model

由图 4 可知,确定性系统的一阶反、正进动临界转

速分别为 ωBc1 = 2 872 r / min 和 ωFc1 = 2 967 r / min。
实际上,由于系统中不平衡质量激励的存在,转子

的同步涡动一般为正向涡动。 因此,这里选用一阶正

进动临界转速 ωc1 = 2 967 r / min 来计算确定性系统的

一阶振型 φd
1,结果如图 5 所示。

图 5　 确定性动力学计算模型的一阶振型
Fig. 5　 First order vibration mode of deterministic

dynamic show calculation model

转子系统一阶振型如图 6 所示。
利用图 3 所示转子实验台得到一阶振型 ψ1,图 6

展示了确定性计算模型得到的 φd
1 和实验得到的 Ψ1。

根据 φd
1 和 Ψ1,利用第 2 节给出的散度参数识别

方法,可以得到 φ 和 Ψ,即 φ = φd
1,Ψ = Ψ1,并由 φ 和

图 6　 转子系统一阶振型
Fig. 6　 First order vibration mode of rotor system

Ψ计算出矩阵 S:
S = (ψTψ) - 1ψTφ (35)

将矩阵 S 代入式(33) ~式(34),估算出的散度参

数为 δM = 0. 018 4,δK = 0. 130 9。

3. 3　 散度参数辨识结果的实验验证

笔者将图 3 所示的转子系统划分为 20 个节点,利用

1. 2 节降阶方法将节点数减缩为 11 个,采用第 1 节的非

参数动力学降阶计算模型和第 3. 2 节的散度参数识别结

果,预测在 3 500 r / min 转速范围内 4 个位置处的振动位

移响应结果,对实验数据与预测结果进行比较和分析。
实验结果与非参数不确定动力学计算模型预测结

果对比如图 7 所示。
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图 7　 振动响应实测结果与非参数动力学模型预测的对比
Fig. 7　 Comparison of vibration response measurement results

with non parametric dynamic model predictions

图 7 实验结果表明:在转速范围 3 000 r / min 内,
实验测出的振动响应曲线、确定性计算模型和非参数

不确定动力学计算模型所得到的振动响应曲线几乎重

合。 但是在 3 000 r / min ~ 3 800 r / min 转速区间时,非
参数动力学计算模型的预测均值曲线相比确定性动力

学计算模型更接近实际振动响应曲线。
在转速时:
在位置 1 处,确定性和不确定性动力学振动响应

幅值分别为 2. 17 × 10 - 4 m 和 1. 55 × 10 - 4 m,与实测结

果 1. 72 × 10 - 4 m 相比分别相差 26. 47% 和 10. 21% ,
与确定性模型相比,非参数模型的预测结果更接近实

际结果。
在位置 2 处,两种计算模型的振动响应幅值分别

为 3. 69 × 10 - 4 m 和 2. 67 × 10 - 4 m,与实际结果 2. 96 ×
10 - 4 m 相比分别相差 24. 66%和 9. 79% 。

在位置 3 处,两种计算模型的振动响应幅值分别

为 2. 95 × 10 - 4 m 和 2. 11 × 10 - 4 m,与实际结果 2. 39 ×
10 - 4 m 相比分别相差 23. 43%和 11. 71% 。

在位置 4 处,两种计算模型的振动响应幅值分别

为 7. 61 × 10 - 4 m 和 5. 45 × 10 - 4 m,与实际结果 6. 22 ×

10 - 4 m 相比分别相差 22. 34%和 12. 37% 。
根据以上四个位置的振动响应实验对比可知:非

参数动力学模型的均值计算结果与实际结果更相近,
表示第一节提出的模型比转子系统确定性模型更合

理;并且,在散度参数计算中得到的散度参数 δM =
0. 018 4,δK = 0. 130 9 也相对合理。

4　 结束语

针对不确定性转子系统,基于随机矩阵理论和非

参数动力学建模方法,笔者构建了模型不确定性动力

学降阶计算模型;利用系统确定性模型的一阶临界转

速、振型和实验数据,对动力学模型的散度参数进行了

辨识;并在转子实验台上对散度参数辨识结果进行了

实验验证。
研究结果表明:
1)将非参数建模与矩阵极分解方法相融合,并进

行静态矩阵降阶,可以建立具有模型不确定性的转子

系统动力学计算模型;
2)转速在 3 000 r / min 范围内时,由确定性动力学

模型和不确定动力学模型得到的振动响应均与实际结

果接近;转速在 3 000 r / min ~ 3 800 r / min 范围时,不确

定动力学计算模型的均值计算结果比确定性动力学模

型更接近实际结果。 表明在转子模型中考虑模型不确

定性更加合理。
在后续的研究工作中,笔者拟将动态矩阵降阶方

法应用于模型不确定性转子系统中。
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